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PREFAŢĂ 


Dezvoltarea verliginoasă în ultimele decenii a tehnicii, 
în general, şi a construcțiilor de mașini, în special, oferă 
şi totodată solicită spre rezolvare inginerilor un număr 
din ce în ce mai mare și mai variat de probleme de meca- 
nică şi rezistența materialelor. 

Lucrarea este elaborată pe baza programelor analitice 
ale cursurilor de mecanică și rezistența materialelor afe- 
rente facultăților din învățămîntul superior tehnic cu- 
profil nemecanic. 

Avîndu-se în vedere numărul mic de ore de curs și 
seminar prevăzute pentru mecanică şi rezistența materia- 
lelor în programele acestor facultăţi şi pentru însușirea 
temeinică -a conținutului acestei discipline, materialul 
conținut în lucrare este prezentat în mod concentrat. 
În acest scop, lucrarea conține, pe lîngă elementele teo- 
relice, şi cîteva exemple de rezolvare a unor aplicații 
practice. 

La elaborarea lucrării, aulorii au avut în vedere faptul 
că noțiunile ce se însușesc la acest curs stau la baza altor 
cunoștințe ce se predau ulterior la alte discipline de spe- 
cialitate. 

Autorii au urmărit să angreneze studentul în procesul 
de gindire şi totodată acesta să-și îmbogăţească volumul 
de cunoștințe pentru a putea parlicipa cît mai eficient 
da realizarea mărețelor sarcini ce stau în fața inginerilor 
din fara noastră. 

Lucrarea se adresează studenților de la facultăţile de 
electrotehnică, electronică, automatică, energelică ete. 
Ea poale fi utilizată şi de studenţii celorlalte facultăţi 
tehnice, tar pe plan mai larg este folositoare tuturor celor 
care studiază şi utilizează în activitatea lor noțiunile de 
bază ale mecanicii tehnice. 


AUTORII 


ORA ns că l. 
OBIECTUL MECANICII 


Științele naturii studiază manifestări și însuşiri ale materiei. Mecanica este 
un capitol al fizicii și face parte din științele naturii. EE 

Materia este noțiunea primară și, în același timp, cea mai cuprinzătoare 
a ştiinţelor naturii. Această noţiune cuprinde nu numai natura cu diversele ei 
forme de manilestare, ci și diverse fenomene sociale. ; 

Materia este. categoria filozofică ce desemnează realitatea obiectivă dată 
omului prin senzațiile lui, oglindită de acestea şi existind independent de ele. 

Materia este răspîndită în univers şi este nestiîrşită, inepuizabilă; implicit 
şi procesul cunoașterii materiei și al proprietăţilor ei este inepuizabil. 

Forma caracteristică de existență a materiei. este mișcarea, care se pre- 
zintă sub. diferite. forme :. mișcări moleculare, mișcări  interatomice, unde 
electromagnetice, reacţii chimice, curentul electric, activitatea celulei organice, 
viața organismelor: superioare, gîndirea, viaţa socială etc. VERSIE t 

Aceste forme. fundamentale ale mișcării nu sînt izolate, iar trecerea :unor 
forme de mișcare la alte forme de mişcare arată interdependența lor... 

Mecanica, studiază una din cele mai simple forme de mișcare, şi anume 
mişcarea mecanică, prin aceasta înțelegindu-se deplasarea, adică schimbarea 
poziţiilor în timp și spaţiu a unor corpuri în raport cu anumite repere ce 
constituie sisteme de referinţă. T 

Materia, mișcarea, spațiul şi timpul sînt noțiuni inseparabile, ele consti- 
tuind un rezultat al unității materiale a universului. d 
„Materia se mişcă în spaţiu și timp, acestea fiind forme obiective de existență 
a materiei, proprietăţile materiei reflectîndu-se în însușirile spaţiului şi 
timpului. NEI 

Spaţiul şi timpul sînt două noţiuni independente una de alta. 

Spaţiul este tridimensional şi prin aceasta rezultă că materia are trei dimen- 
siuni şi se poate mişca în raport cu cele trei direcții. În mecanica clasică 
spaţiul este infinit, are trei dimensiuni ce se pot măsura cu aceiaşi unitate de 
lungime, este continuu, omogen, izotrop, ceea ce este denumit spațiu euclidian. 

Timpul stabileşte o legătură între diverse procese materiale ce constituie 
forme de mișcare a materiei și stabileşte succesiunea şi durata lor, mărimi 
obiective ce nu depind de senzațiile sau cunoștința noastră. Timpul are o 
singură dimensiune și un singur sens de scurgere, el este ireversibil. ] 
nica clasică, timpul astfel definit poartă numele de timp absolut. 

Mecanica clasică: se bazează pe concepţiile stabilite de E Newton. 
Contorm acestor concepții, spațiul și timpul sînt noțiuni obiective dar abso- 

„pute independente între ele. Spaţiul este euclidian, iar timpul este acelaşi în 


é 


n meca- 
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orice punct al spaţiului, ceea ce se poate defini sub numele de timp universal 
absolut. Astfel, două evenimente simultane în raport cu un sistem de refe- 
rinţă au caracterul de simultaneitate absolută, adică sînt simultane în raport 
cu orice alt sistem de referință. 

În secolul XX, marele fizician A. E i nstein a pus bazele mecanicii rela- 
tiviste, modificînd unele concepţii de bază ale mecanicii newtoniene (clasice). 
El observă că, conceptul de timp absolut și de simultaneitate absolută se 
bazează pe faptul că unele fenomene s-ar produce instantaneu, ceea ce duce la 
concluzia că s-ar propaga cu viteze infinite, fapt ce contravine realităţii că 
fenomenele în natură se propagă cu viteze finite, cea mai mare viteză fiind cea 
a propagării luminii. A. Einstein enunța, sub formă de principiu, că 
viteza luminii în vid este o constantă universală și nu depinde de mişcarea 
masti. Ca urmart, a rezultat că simultaneitatea evenimentelor este relativă, 
iar spaţiul și timpul nu sînt independente. 

În concluzie, se poate reţine faptul că mecanica newtoniană constituie un 
caz particular 'al mecanicii relativiste, cu totul satisfăcătoare pentru rezol- 
varea problemelor practice cerute de tehnica modernă în care vitezele cor- 
purilor sint mici în comparaţie cu viteza luminii. 

Mecanica este o știință experimentală. Pe baza unui şir de observaţii se sta- 
bilesc un număr de axiome, de la care pornind se poate dezvolta în mod logic 
o teorie matematică a mecanicii şi se creează un model matematic a cărui veri- 
dicitate și valoare depind de gradul de generalizare al rezultatelor experi- 
mentale care au condus la stabilirea axiomelor fundamentate. Prin perfec- 
ționarea experienţelor şi obţinerea unor rezultate mai precise se obţine o 
extindere a axiomelor la un grad de generalitate superioară şi în final la o 
perfecționare a modelului matematic adoptat anterior, obţinindu-se un alt 
model nou. Fiecare model nou se apropie mai mult de adevărul fenomenelor 
cu o precizie mai mare. Astfel, de la modelul mecanicii clasice a lui Newton, 
printr-un proces de extindere și perfecţionare, s-a ajuns la modelul mai cuprin- 
zător al mecanicii relativiste a lui A. Einstein. Sig] 

Modelul mecanicii lui Newton nu corespunde mișcărilor microscopice, 
astfel că a fost necesară crearea unui alt model matematic, mai complex, care 
a condus la fundamentarea mecanicii cuantice. 


În cadrul studiului mișcării mecanice, masa, spațiul şi timpul constituie 
noțiuni de bază și sînt absolute. Din aceste noţiuni derivă cele de viteză Şi 
acceleraţie la care se asociază, pe baza axiomelor fundamentate. constituite la 
baza modelului mecanic, conceptul de forță ce se poate ilustra şi prin expe- 
rienţe. | 
_ Materia se manifestă în mod evident prin interacţiunea: corpurilor, adică 
influenţa unei particule asupra alteia în timpul mișcării. Această interacțiune 
a corpurilor este cunoscută în natură sub două forme: ii 


Inerţia reprezintă opoziţia corpurilor față de acțiunea altor corpuri de a le 
modifica starea de mişcare rectilinie uniformă sau de repaus. Inertia este 
proprietate a materiei. TANA 2 


Gravitaţia şi inerția se reflectă în noţiunea de m 
gravilică sau masă inertă, Cele două feluri de mase s 
unui corp se poate defini ca o măsură a inerţiei sale în mişcarea sa de tr 
lație rectilinie și uniformă şi este o mărime scalară Şi pozitiv 
nica clasică se consideră constantă, s 


asă, sub formă de masă 
înt egale, Ca atare, masa 


ans- 
ă, iar în meca- 


AA 


ai 


y" sînt suficient de precise. 


e care caracterizează direcția şi intensitatea acțiunii unui 
altui corp material căruia îi schimbă starea de mișcare 
deci o măsură a interacțiunii mecanice. 


Forţa este o noţiun 
corp material asupra 
mecanică și este 


1.1, CONCEPTE DIN MECANICĂ 


În baza unor. ipoteze simplificatoare asupra structurii, formei și dimensiu- 
pilor corpurilor din natură se realizează un proces de abstractizare care are 
scopul de a simplifica și ușura formularea legilor (conceptelor) din mecanică. 
Ca exemple de astfel de concepte se pot evidenția cele mai importante: 

— punctul material este un corp ale cărui dimensiuni sînt neglijabile, astfel 
că devine un punct geometric dotat cu masă proprie de mărime determinată ; 

— sistemul discret de puncte maleriale este constituit dintr-un număr n 
finit, dar foarte mare, de puncte materiale care se interacționează, ele aflîn- 
du-se în interiorul unui domeniu ; 

_— sislemul material este constituit din ansamblul (discret sau continuu) 
punctelor materiale care se interacționează, luate în consideraţie și. aflate 
într-un volum oricît de mic care conţine materia ;, 7. 

— corpul solid rigid este format dintr-o infinitate de puncte materiale care 
construite un sistem material. continuu nedeformabil, chiar dacă asupra 
corpului acţionează forţe care ar tinde să deformeze sistemul. 

Dacă una din dimensiunile corpului solid rigid este neglijabilă în raport cu 
celelalte două, se foloseşte noţiunea de placă. 

Dacă două din dimensiunile corpului solid rigid sînt neglijabile în raport 
cu a treia, se foloseşte noţiunea de bară. EI ni ie 

„Dacă corpul solid are o singură dimensiune se folosește noţiunea. de fir ; 
el este considerat flexibil şi inextensibil. 


„1.2. SISTEME DE REFERINȚĂ 


Mişcarea mecanică a unui corp se studiază în raport cu un alt corp solid 
rigid care poartă numele de sistem de referință. Dacă sistemul de referinţă este 
considerat fix, mișcarea studiată faţă de acesta poartă numele de mișcare 
absolută. . 

Dacă sistemul de referinţă este mobil faţă de alt sistem, mișcarea faţă de 
el este o mişcare relativă. : 

Dacă sistemul de referinţă se află în mișcare și din această cauză mişcarea 
mecanică faţă de acest sistem a corpurilor nu este influenţată de mișcarea 
sistemului, sistemul de referință. este inerţial. x 

Dacă mișcarea mecanică a corpurilor este afectată de mișcarea sistemului 
material izolat în care se produce mișcarea, atunci sistemul nu este inerţial. 
În mod practic se consideră drept sistem inerţial acel sistem față de care 
corectiile necesare sînt neglijabile. | ăn 

În marea majoritate a problemelor de studiu al mişcărilor obiectivelor pe 
Pămînt se folosește ca reper un sistem de referință legat de Pămînt. Un astfel 
de sistem de referinţă, deși mobil, este preferabil altor sisteme, deoarece rezul- 


Astfel de sisteme de reterinșă, deşi mobile, se bucură [proprie tatea, că 
legile mecanicii se pot considera și exprima faţă de ele ca şi faţă de un sis em 
de referință fix şi poartă numele de sisteme inerțiale. n 

Sistemele de referință uzuale sînt astfel alese în studiul probiemior oei a 
faciliteze calculele şi să permită obținerea unor rezultate cit maí eficiente. 

Se folosesc sistemele de referință bazate pe: coordonate carteziene, coor- 
donate polare, coordonate curbilinii plane, coordonate curbilinii pe o DE 
faţă oarecare, coordonate cilindrice, coordonate sferice, coordonate curbilinii 
în “spaţiul cu trei dimensiuni. 


1.3. PRINCIPIILE MECANICII 


Mecanica newtoniană clasică este o disciplină ce se bazează pe citeva prin- 
cipii de bază. ` iri led pe | 
I. Principiul inerției. Un punct izolat în spaţiu își păstrează, în raport cu 
un Sistem de referință inerţial — un reper imobil — starea de repaus sau 
de mişcare rectilinie uniformă. a Ada 
II. Principiul acțiunii. O forță F aplicată unui punct material de masă m 
produce o mișcare a punctului în raport cu un reper fix, a cărui acceleraţie 
este egală cu raportul dintre forța şi masa punctului : 


accelerația are aceeaşi direcție ca şi forţa. : 

HI. Principiul egalităţii acțiunii și reacţiunii. Acţiunile 'reciproce a două 
puncte matriale sau >a două corpuri sînt egale şi de sens contrar. Aceste 
două forţe acționează astfel asupra acelor puncte materiale idiferite, încit ele 
nu se anihilează reciproc, deşi sînt egale şi de sens opus. 


IV. Principiul paralelogramului forțelor. Dacă asupra unui punct material 
acționează simultan două forțe concurente, efectul lor asupra mișcării punc- 
tului material este acelaşi cu cel pe care l-ar avea o forță care ar avea mări- 
mea, direcția și sensul diagonalei paralelogramului construit cu ajutorul 
ERA două forțe şi care pornește din punctul de concurență, după relația 

e forma: II a.. 


1.4. DIVIZIUNILE MECANICII 


Mecanica poate fi împărțită în trei părţi: mecanica corpurilor ri 
mabile; mecanica corpurilor deformabile ; mecanica fluidelor.. 

Meċanica corpurilor rigide (nedeformabile), care cuprinde: şi 
punctului material, este de fapt prima expresie a mecanicii: cl 
ocupă cu descrierea și exprimarea matematică a condiţiilor 
mișcării punctelor materiale sau ale corpurilor sub acțiunea forţelor. Mecanica 
corpurilor rigide se împarte, la rîndul său, în statică, cinematică şi dinamică. 

Slalica se ocupă cu studiul forțelor aplicate punctului material sau corpului: 
solid rigid și al condiţiilor ce trebuie să fie îndeplinite pentru că ace 


sta să fie 
A, 


gide nedefor- 


mecanica 
asice. Ea se 
de echilibru şi ale 
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în echilibru. În definitiv, se poate spune că în statică se] studiază condiţiile 
în care un corp se află în repaus in ra poni cu un sistem rona imobil (fix). 

Cinematica se ocupă cu studiul DA ALL punctelor il pi al sistemelor 
de puncte (incluzînd şi corpul solid rigid) în raport cu timpul, TAA a fine seama 
de forțele ce acționează asupra lor, astfel că se poate spune că cinematica este 
o geometrie a mişcării corelată cu timpul mişcării. : ra 

Dinamica se ocupă cu studiul mişcării corpurilor materiale tinind seama de 
forțele ce acţionează asupra lor şi considerînd corpurile nedeformabile, per- 
| fect rigide. Pornind de la principiile generale ale mecanicii Newtoniene, 

dinamica stabilește legăturile generale ale mișcării mecanice. 


Mecanica eorpurilor deformabile studiază proprietăţile și legile de de- 
formare ale corpurilor sub acțiunea forţelor, urmărindu-se fie o dimensionare 
corespunzătoare cerinţelor, fie determinarea deformaţiilor. reale. 


În această parte a mecanicii se studiază proprietăţile corpurilor ce se con- 
formează unui anumit model, evidenţiindu-se astfel deformaţiile elastice. şi 
| deformaţiile plastice. 


| Mecanica fluidelor se poate împărți în două : mecanica fluidelor incom- 
presibile sau hidraulică și mecanica lichidelor compresibile. 


1.5. SISTEME ȘI UNITĂȚI DE MĂSURĂ 


În mecanica tehnică, studiul anumitor fenomene se realizează prin anali- 
zarea şi reprezentarea mărimilor fizice care intră în acest domeniu. În cadrul 
mecanicii tehnice se întîlnesc trei categorii de mărimi : mărimi scalare, mărimi 
vectoriale şi mărimi tensoriale. 

Necesitatea determinării și comparării anumitor mărimi fizice a dus la 
stabilirea anumitor unităţi de măsură care permit, prin raportarea mărimii de 
măsurat la unitatea de măsură corespunzătoare, să se determine valoarea 
măsurată, adică mărimea de măsurat. Unitatea de măsură constituie deci o 
mărime fizică considerată drept etalon pentru efectuarea de măsurători. 

Unităţile de măsură, și ca atare și mărimile fizice de măsurat, se împart 
în două categorii : unităţi de măsură fundamentale şi unităţi de măsură deri- 
vate. Unităţile de măsură fundamentale; ca şi mărimile fundamentale, repre- 
zintă o singură caracteristică fizică simplă cu o anumită semnificaţie. 

Totalitatea unităţilor de măsură fundamentale alcătuiesc sistemul fun- 
damental de măsură, iar unităţile de măsură fundamentale şi derivate alcă- 
tuiesc un sistem de unităţi ce acoperă un anumit domeniu al fizicii în măsura 
în care cuprinde unităţile respective. j 

În anul 1962 prin STAS 737-62 a fost stabilit ca sistem legal şi universał 
valabil în ţara noastră „Sistemul internațional de unități de măsură (pre- 
scurtat S.I)". 

Se poate remarca faptul că în domeniul mecanicii tehnice unitățile funda- 
mentale sînt: 

— melrul este o lungime egală cu 1 650 763,73 lungimi de undă în vid ale 
radiației care corespunde tranziţiei între nivelele de energie 2p şi 5d, ale 
atomului de kriptoh 36; 

— kilogramul este masa prototipului internaţional de platină iridiată apro- 
bată în anul 1889 de Organizaţia Internaţională de metrologie în cadrul 
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Conferinței Generale de Măsuri și Greutăţi. Etalonul esté păstrat la Institutul 
de metrologie din Sèvres — Franţa ; M 
'— secunda este durata corespunzătoare a '9 192 63 
diaţiei corespunzătoare tranziţiei între cele două''nive 
ale stării fundamentale a atomului de cesiu 133. 
Se poate observa că unităţile fundamentale din siste 
scalare. in dor pai MIRI Ha. 
Unităţile de măsură derivate se exprimă în funcţie de unitățile At cata 
fundamentale, cu. ajutorul unor expresii (relaţii) matematice, O as £ Aa 
presie matematică poartă numele de ecualia de dimensiuni a mărimii respe 
şi este de forma: A 


1770: perioade ale ra- 
le' de energie hiperfine 


mul- SI sînt mărimi 


D = Le MT, ; 
unde D este mărimea derivată ; SE aa 
SaD — mărimea fundamentală, lungimea; s96] 
M — mărimea fundamentală, masa ; der: tii ea 
IR — mărimea fundamentală, timpul ; da 
“a, Boy — numere pozitive, negative, întregi, fracţionare sau nule. 


iii 


Ca exemplu de mărimi derivate se pot da: 


ÎN ORE a N N 


, Amd ara E Unitatea 
Mărimea derivată | Simbol | Ecuația de dimensiuni de măsură 
Suprafaţa . ` } © (A) oo LIMITE: = Linii 
Volumul a (V) = LMI = 1? 
Viteza (v) = LT. i 
Accelerația ; (a) =E RAAE 
Forța (F) = MLT ii 
Lucrul mecanic (L) = MLT a 
Puterea | (P) = MLT? `. 
Energia cinetică (W) = MLT? 


În sistemul internațional SI unitatea de forță este Newtonul (N) şi repre= 
zintă forţa care-i imprimă unei mase de 1 kg o acceleraţie de:1 m/s2. Pentru 
lucrul mecanic şi pentru energia cinetică se utilizează ca: unitate de măsură 
Joule-ul. (J), care reprezintă lucrul mecanic efectuat deo forță 'de 1 N prin 
deplasarea în lungul suportului său cu 1 m. Pentru putere se consideră ca 
unitate wattul (W) şi reprezintă lucrul mecanic (energia) de 1 Joule efectuat 
într-o secundă. ez . ; 


Principiul omogenității. O relaţie de egalitate între două mărimi fizice 
este valabilă numai dacă cei doi termeni ai egalității sînt dè aceeaşi natură, 
adică relația de dimensiuni este aceeaşi. S A 

Acest principiu este folosit de regulă la verificarea formulelor care exprimă 
o lege fizică şi la determinarea dimensiunilor şi a semnificației constantelor Şi 
coeficienţilor ce, apar într-o formulă. aa 
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Partea | 


STATICA 


2. 


STATICA PUNCTULUI MATERIAL 


Partea din mecanică care studiază reducerea sistemelor de forțe ce acțio- 
nează asupra unui punct material sau asupra unui corp sau mai multor Cor- 
puri, precum și condiţiile de echilibru ale acestora, poartă numele de statică. 

În vederea simplificării calculelor, într-o primă etapă se studiază cazul 
corpurilor ce pot îi considerate drept puncte materiale. În acest caz, studiul 
echilibrului punctului material este definit drept statica punctului material. 

Se disting două situaţii : punct material liber şi punct material supus la legături. 

Punctul material liber este un concept ce rezultă dintr-un proces de abstrac- 
tizare care se efectuează cu scopul de a simplifica metoda de studiu a condi- 
țiilor de echilibru sau a mișcării corpurilor ce se pot asimila drept puncte 
materiale. El se caracterizează prin faptul că poate ocupa orice poziţie în spaţiu. 

Punclul material supus la legături se caracterizează prin faptul că are obli- 
gația să rămină permanent pe o suprafaţă sau pe e anumită curbă. Această 
restricţie ce se impune punctului material, care poartă numele de legătură, 
poate fi de mai multe feluri, în funcţie de posibilităţile de mișcare ce mai 
rămân. 

Legătura este bilaterală dacă punctul material este obligat să nu părăsească 
suprafața sau curba pe care se află. Un exemplu caracteristic îl constituie o 
mărgea care se află pe un inel circular de sirmă (fig. 2.1, a). În acest caz, 
mărgeaua nu poate părăsi inelul nici către interior nici către exterior, ea nu 

se poate mişca decit pe inel. Dacă se consideră cazul unui pendul constituit 
dintr-un punct material susţinut de un fir flexibil și inextensibil, atunci punctul 
poate părăsi suprafaţa sferei pe care o poate descrie către interiorul ei. În 
acest caz legătura este unilaterală (fig. 2.1, b). 

Legătura (suprafaţa sau curba) ce se impune unui punct materia! poate 
să fie rigidă în timp, adică nu se modifică în timp. În acest caz, legătura se 
numește scleronomă. Dacă legătura se 
modifică în timp, adică suprafaţa sau 
curba pe care se află mobilul își schimbă 


forma în timp, ea se numește reonomă. CT 
În foarte multe aplicații, între supra- j 
fața sau curba ce constituie legătura și A 
punctul material apare o rezistență la Ea EA 
tendința de mişcare a acestuia, datorită a b 


asperităților din suprafața de contact; în Fig. 21 
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acest caz legătura este cu frecare. Dacă se admite că frecarea este neglija- 
bilă, legătura se numește ideală. În marea majoritate a aplicaţiilor tehnice 
se întîlnesc legături scleronome cu frecare, 


O noţiune i importantă ce intervine în studiul mișcării sau echilibrului punc- 
tului material este cea de număr de grade de libertate, 


Prin definiţie, numărul de grade de libertate este numărul parametrilor sca- 
lari independenţi cu care se poate determina, la un moment dat, poziţia în 
spaţiu a unui punct material sau a unui corp rigid. 


Punctul material liber în spaţiu are trei grade de libertate, astfel că într-un 
sistem de referinţă cartezian poziţia sa este perfect determinată dacă se 
cunosc cele trei coordonate v, y, zi În cazul unui punct material legat de o 
suprafață, poziţia sa poate fi determinată prin două coordonate, ceea ce în- 
seamnă că are două grade de libertate. 

Dacă punctul material se află permanent pe o curbă, poziţia sa poate fi 
determinată prin lungimea arcului de curbă măsuraț, dintr-un punct fix, 
aflat, pe curbă, ceea ce înseamnă că în acest caz el are un. Singur grad de liber- 
tate, Un punct material fix nu are nici un grad de libertate, 

Punctul material supus la legături, adică la unele restrioţii, geometrice, are 
implișit un număr redus de grade de libertate. 


S2 24 STATICA PUNCTULUI MATERIAL -LIBER 
2.1.1, REDUCEREA FORȚELOR CONCURENTE ii z 


: Prin reducerea unui. sistem de forţe se înțelege determinarea unui alt sistem 
de forţe, de regulă mai simplu, care să aibă însă neapărat acelaşi-efect. 

a) Dacă se consideră un punct material M liber aflat în spaţiu în O, asupra 
căruia acţionează simultan” două forţe F, şi F, (fig. 2. 2); ce fac între ele un- 
ghiul a, se deduce, în baza principiului paralelogramului (big. 2.2, a) că aceste 
forţe pot fi înlocuite prin rezultanta R dată de relaţia vectorială : 


ji R=F +F. ŞI g oi 


în figură forţele sînt reprezentate la scară şi se observă că pentru deter- 


minarea mărimii rezultante se poate considera triunghiul OBC (fig. 2.2, b) 
în care ÖB = =f; BC =F, şi oC =R. 


ir 


Tig, 2.2 Bi sanii 


i2 


ma: 


A 


Folosind relațiile dintr-un triunghi oarecare se pot. determina mărimea 
(modulul) rezultantei și poziţia ei prin valorile unghiurilor, &,, aa și B, obser- 
vindcă:f =r — a 
Astfel : 


|R| = 


2 
| 


WETT i 
Sin Ge sin cu sin o, - pe 
b) Dacă se consideră un punct material M asupra căruia acționează; mai 
multe forţe concurente Z, Fas ..., Fn (fig. 2:3), reducerea sistemului se poate 
efectua din aproape în aproape, prin aplicarea succesivă a regulei paralelo- 
gramului. Pentru a simplifica figura s-au prezentat numai 5 forțe, adică în 
cazul considerat n = 5. Din coiiipunerea primelor?două forţe se obţine rezul- 
tanta X’, care poate inlocui efectul acestor două forțe. Prin compunerea rezul- 
tantei_R'.cu F, se obţine rezultanta R” și se continuă astfel pînă la ultima 
forţă Fn. Se observă că se obţine, în acest mod, un poligon al forţelor MA HO 
ale cărui laturi sînt echipolente, adică egale ca mărime, direcție și sens cu for- 
ţele sistemului. Unind originea primei forțe (punctul M) cu virful ultimei laturi 
echipolente 'din poligonul forţelor se obţine rezultanta sistemului de forțe 
concurente. : 23 A 


Observatii ` ; = 9 $ i fa = ai 
1. În această construcţie, ordinea în care se construiesc laturile poli- 
gonului de forțe echipolente este indiferentă, suma fiind aceeași. ~ 
2. Construcţia poligonului forţelor este făcută pe desen în planul hirtiei. 
Se poate reţine însă faptul că nu s-a introdus nici o restricție în privinţa 
suporturilor forţelor şi, ca atare, poligonul forțelor poate fi realizat în 
mod cu totul asemănător și în spaţiu, astfel că reducerea forţelor se face, 
în principiu, în mod cu totul asemănător și în cazul forţelor concurente 
care pot fi oricum în spaţiu (necoplanare). 
4 
c) Dacă se consideră trei forțe concurente în spaţiu Fp Fo, Fş (fig. 24) 
care acționează asupra punctului material M, se'observă că; la scara desenului : 
F, = MA ;F, = MBşi F, = MC; aplicind, succesiv regula. paralelogramului 
se obţine: & f - 
R' =F hF, BII s iai X Das 


şi 


R = R' -} F, 
sau, la scara desenului: 
MA + MB =MD şi MD + MC = MD". 


Se observă că MD’ este tocmai diagonala paralelipipedului construit pe 
laturile MA, MB, MG, care, la scară sînt tocmai cele trei forțe concurente, 
adică la scară: MD' = MA + MB + MC, sau, observind că R = MD, 


rezultă : E 
R _ F, + Fe Ap fe. 
2.1.2. TEOREMA PROIECȚIILOR 


a) Proiecţia unui vector AB pe o axă A se obține ducînd (fig, 2.5) prim 
punctele A și B planele normale 7; şi za pe axa A. Segmentul ab; constituit de 
punctele a şi b în care cele două plane sînt înţepate > de axa A, este proiecția 
vectorului AB pe axă. Se notează, în acest caz, praAB = ab sau Praf = að. 
Mărimea acestei proiecţii este dată de: 


PrAAB = pra |F| = | AB | cosa = | F | cosa = ab. 


Unghiul a este unghiul dintre suportul vectorului F = AB cu axa A (în 
figură, AB! || ab). Direcţia -axei este precizată prin versorul ui, constant ca 
mărime, direcție şi sens. 

Se mai poate scrie : 

pra AB = | F | cosa ps Piu 
( ul, 


>] 


£ 


Rezultă : pra AB =ù- F. 
"Observaţie. Proiecţia forței F este o mărime scalară pozitivă sau nega- 
= tivă. Ea este pozitivă dacă 0 <a < şi negativă dacă © <a < m- 
: 2 


Pentru « = proiecția este nulă. ji 


b) În cazul unui sistem de 
forţe concurente F, F, ... Fu 
rezultanta se obţine construind 
poligonul forțelor (fig. 2.6), din 
_care rezultă : 


R=F, +F, DUR! 


Proiecția rezultantei pe direc- 

lia axei A, determinată de ver- 

` sorul i, este dată de produsul 
scalar R-ū și se poate scrie : 


Fig. 2.5 Rû=M atiri +...+ Ba 
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sau 


Fig. 2.6 


Pra È = praf, + Pra Fe +... pian. 


Această relație reprezintă teorema proiecţiilor şi se poate enunţa sub 
forma : proiecția rezultantei unui sistem de forțe concurente pe o axă A este 
egală cu suma algebrică a proieċțiilor forţelor componente pe aceeaşi axă. 


2.1.3. REDUCEREA UNUI SISTEM DE FORȚE PE CALE ANALITICĂ 


a) Descompunerea unei forțe după două direcţii date. O; forţă F aplicată 
unui punct material liber poate fi înlocuită prin două componente ce acţionează 
după două direcţii date A, şi A;. Această descompunere se bazează pe princi- 
piul paralelogramului (fig. 2.7, a). - = 

b) Descompunerea unei forțe după trei direcții necoplanare date. O forță F 
aplicată unui punct material liber poate fi înlocuită prin trei componente ce 
acționează după trei direcții concurente date A,, A, și A; (fig. 2.7, b). Această 
descompunere se bazează pe regula paralelipipedului. 

c) Expresia analitică a unui vector în râport cu un sistem de axe ortogonal 
Oxyz.. ; ; fs SE 

Direcţiile axelor Oz, Oy, Oz sînt determinate de versorii î, J, &. E a 

Vectorul F este reprezentat în figura 2.8 prin segmentul OC’. În confor- 
mitate cu regula paralelogramului, el poate fi descompus în, două compo- 
mente OC şi 00’, astfel că se poate scrie: . z f 


F = (E OG zix 00'. 


sijia 


per 
Fig. 2.7 
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Vectorul OC poate fi de asemenea descompus după direcţiile Or şi Oy în 
componentele OA și OB, astfel că expresia vectorului F devine: 


F —0G = 04 + 0B + 00. 


Dacă se face convenţia ca mărimile scalare ale celor trei componente OA, 


OB şi 00' să fie notate cu X, Y, Z, atunci se poate scrie : 
GA = Xi; 0B = Yj ; 00 = Zk. 
Rezultă expresia analitică a vectorului F: 
i REXI YE Zk. 


Pentru a cunoaşte complet elementele unui vector este necesar să se deter- 


mine „mărimea (modulul) şi direcția sa- 


Mărimea sau modulul se determină observînd că în cazul sistemului de refe- 


xință ortogonal se poate serie : 


lpi 200| = 00: 00% — 02 T OBE 007 = Xe Vii Zi 


PLS ZI 


Direcţia vectorului se determină prin unghiurile œ, B, y pe care le face 
suportul său cu axele Oz, Oy și 02. Aceste unghiuri se determină prin cosi- 
nusurile lor (cos a, cos B, cos y), denumite cosinusuri directoare. Considerînd 
triunghiul OBC’ (fig. 2.8), se observă că unghiul OBC’ este de 90° şi se obțin 


relaţia: OB =.OC' cos f, de unde rezultă: 


; OB | ah 
cos b =— = 
: „0G! FX: + AZ 


În mod asemănător se obține: 
X q 532 


cosa = ; cos y SR m a 
VX pm WR zi 


d) Compunerea (reducerea) pe cale analitică a unui sistem de vector 
concurenţi. Se consideră un sistem de vectori concurenţi Fa F ... Fa cara 


au punctul „de aplicaţie în 0. originea unui,sistem de -referință ortogonal 


Ozyz (fig. 2.9). 
Pentru fiecare vector în parle corespunde o expresie analilică : 
j AVI CDI Ida 
DA ei ja VA) ERE 


Fa = Xai Ta Y AF Zk. 


În conformitate cu teorema proiecțiilor, proiecția rezultantei pe o axă esta 
egală cu suma proiecțiilor f orțelor componente pe aceeaşi axă, Rezultă expresia 


analitică a rezultantei : 


AEA nA nien, a A 3 
R o DĂ + EYU F DZ = Ni -t YJ 4 EÀ 


fæl 
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unde : 


a n 
X=Xă:; Y= SI: ; 2 = Xe 
i=i 


i=1 î=i 
Mărimea rezultantei este : 
[R(= VX F YF = VER F EY F CZ), 


iar direcția ă a vectorului È este determinată prin cosinusurile directoare : 


m 


- > X; 
cosa e a E iai a ol E = N E pei 
VX rp Seno NA mi ANA Ne 
2 ai oale a / = x.) + [2] + [2] 
i=1 i= i=1 
R 
SY: 
cos B Y a 3 i= 
KVEF Fhan 2 n a EP 
i E EET EI 
$ îi=1 isti 
n 
2 Z 


cos == > == Aa ———————O—£>—O——=3 3 ==>—£O£O£zzzzzz a 3 
A VEY HHZ : (= x) + [3 BeH 
fai Ene (a ii 


În cazul unui sistem de forțe concurente situat într-un plan Owy; relațiile 
“de mai sus se simplifică. Astfel, expresia analitică a rezultantei va; fi de Horma.z 
RŘ=5%X, + Yi] = Xi + Y). 


Mărimea (modulul) rezultantei va avea forma: 


po VEF = (£x) + (3) 
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Direcţia vectorului va fi determinată prin tangenta unghiului pe care 
rezultanta îl face cu axa Oz și este dată de relaţia : 


5 Y 
seal 
tga =— = ? 

X n 
XX 
i=1 


2.1.4. ECHILIBRUL PUNCTULUI MATERIAL LIBER 


Statica punctului material are drept prim obiectiv determinarea condiţiilor 
de echilibru. s 

Se deosebesc două categorii de probleme : 

a) se dau forţele care acţionează asupra punctului şi se cere poziția punc- 
tului ; ; 

b) se dă poziția punctului şi se cer forțele care-l acționează. 

În conformitate cu principiul acțiunii forței şi cu principiul inerției, un punct 
material liber este în echilibru dacă rezultanta forțelor ce acționează asupra 
sa este nulă: ste 


-R =0 sau: A ZSA, 30. 


Această condiţie de echilibru, scrisă sub forma unei relaţii vectoriale, se 
poate scrie sub forma unui sistem de trei ecuaţii de echilibru scalare în cazul 
forţelor aflate în spațiu sau sub forma unui sistem de două ecuaţii în cazul 
forţelor aflate într-un plan : 


n 
XX =0 
1 n 
z DX, =0 
în spațiu: {3 Y; =0 ` în plan: A 
> -] 4 j l 
i n 2 Y, =0 
> Zi =0 z 
= 5 


În cazul rezolvării pe cale grafică se remarcă faptul că, deoarece rezul- 
tanta trebuie să fie nulă, poligonul forțelor trebuie să se închidă, adică vîrful 
ultimei laturi (forțe) a poligonului trebuie să coincidă cu originea primei laturi 
din poligon. 


2.2. STATICA PUNCTULUI MATERIAL SUPUS LA LEGĂTURI 


Un punct material asupra căruia acționează un sistem de forţe concurente, 
dar care este supus la o restricţie oarecare, este un:punct material supus la 
legături, adică punctul este obligat să se afle permanent pe o suprafață sau 
pe o linie curbă dată. EN ELA 

Punctul material și suprafața sau linia de legătură se interacționează prin 
forțe de interacțiune care poartă numele de forțe de legătură sau reacțiuni, 

Rezultă că asupra punctului material supus legăturii acționează două 
categorii de forțe, şi anume: .: g > i tel ` 

— forțe active, denumite și forțe date sau forțe aplicate ; 

— forţe de legătură, denumite şi reacțiuni. 
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2.2.1. AXIOMA LEGĂTURILOR 


Pentru a studia echilibrul sau mișcarea unui punct material supus la legă 
turi, acesta se transformă într-un punct material liber. În acest scop, punctul 
material se izolează, se desface legătura şi în locul legăturii se introduc forţe 
de legătură corespunzătoare. Se obţine astfel un punct material liber asupra. 
căruia acţionează un sistem de forţe format din forţele active şi din forțele 
de legătură. 

Pentru echilibru este necesar ca rezultanta sistemului astfel obţinut să fie: 
nulă : 


SF, = EFi =0. 


Forța de legătură Fug se poate descompune în două componente N şi Fie. 
Componenta N are rolul de a împiedica punctul material să se deplaseze pe 
direcția normală la legătură și se numeşte reacţiunea normală. Componenta 
se opune deplasării punctului pe direcția tangentă la legătură. Ea este compo- 
nenta tangențială și este produsă de asperitățile liniei sau suprafeței de legă- 
tură; poartă numele de forță de frecare. Legăturile pentru care F, =0 poartă 
numele de legături lucii sau ideale, care în realitate nu există. În cazul legă- 
turilor la care forța de frecare este neglijabilă, forţa de legătură are direcţia 
normalei la linia sau suprafața de contact. În acest caz, condiția de echilibru: 
se poate scrie sub forma vectorială : 


SF, +Ñ =0. 


2.22. ECHILIBRUL PUNCTULUI MATERIAL SUPUS ` 
LA LEGĂTURI FĂRĂ FRECARE 


Dacă se consideră un punct material (fig. 2.10) rezemat pe o suprafață S 
asupra căreia acționează mai multe forţe active a căror rezultantă este Ñ 
condiţia de echilibru se poate scrie sub forma : 


RA+N =0, 


care proiectată pe cele trei axe de coordonate se poate scrie în formă scalară 
ca un sistem de trei ecuaţii : i 


i 
3 


"Re + N; =0, 
R, +N, =0, 
R: +, N =0. 


Dacă ecuaţia suprafeţei este dată de f(x, y, z) = 0, atunci parametrii direc-- 
tori ai normalei la suprafaţă sînt: 


Gia atei iale 
GEA 2y az? 


astfel că rezultă expresia reacţiunii N normale : 
E EV e nE 
dx m ôy 7 T êz E k 
à fiind un parametru care arată mărimea reacţiunii normale. 
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Fig 210 i, Fig, 211. 


Ecuația de echilibru va, fi, în acest caz, dată de ecuaţia vectorială ja. 
rafie i DEE ; | ôx Sikh) LAIT atat 
sau de:sistemul de ecuaţii, (scalare) : | 
ip ete, alb eso) 
OT. ri 
R; AF pyi —— 0, 
ôy 
Rapa =o. 
ôz 


În cazul unui punct material rezemat pe o curbă (fig. 2.11) în spaţiu, legă- 
tura geometrică este de regulă dată prin ecuațiile.: | 
f(x; y, z) =0 
f(x, yY, 2) =0 
ce reprezintă două suprafeţe ce se intersectează după curba C. În acest caz 
reacţiunea normală la curbă se poate considera drept rezultanta a două com- 
ponente, fiecare fiind normală pe una din suprafeţele ce se intersectează după: 
curba C. Expresia reacţiunii normale N se scrie, în acest caz, sub forma : 


AT of 3 N ofi ôfı P ôfe > ôfa > ôfa z z 
) 259 EE N i Zi, e A). 
ile si aa ale da je re, Jai 
Ecuațiile de echilibru devin sub forma vectorială : 
i5 choh s fa r= Of pi (ofa zias Ifa daga fac Nisa 
R Di pai Liis IRE EAR SN SHD a ei 
E je e Ja ae arte Ale eor E) 0 
sau sistemul de ecuaţii scalare : : 


Ra o ai De) E, 
-af OLT A ôx A 


i 
= 


E ofa 2fa + ; 
AR À A æ 0, a i 
Fu E G E AI ay 2 y Aaw A 


nae AR af 
PN E O 
în ba p aAA 


í RS Sit 
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În cazul forţelor aplicate în spațiu rezultă trei ecuaţii, iar în cazul forțelor 


aplicate într-un plan, două ecuaţii de echilibru. Pentru rezolvarea lor este 
necesar ca numărul de necunoscute să nu depășească numărul de ecuaţii. Necu- 
moscutele sînt de regulă mărimea reacţiunii şi elementele geometrice necesare 
pentru determinarea poziţiei de echilibru. 


2.23: ECHILIBRUL PUNCTULUI MATERIAL SUPUS 
LA LEGĂTURI CU FRECARE 


Frecare cu alunecare. Dacă suprafața sau curba de sprijin ce constituie legă- 
tura geometrică a punctului material prezintă asperități, atunci în suprafață 
apare o forță rezistentă, tangentă la suprafață, care are direcția mișcării şi 
sensul contrar tendinței de mișcare ; aceasta poartă numele de forță de frecare 
cu alunecare şi este o forţă de legătură tangenţială. 

Modulul forţei de frecare este limitat. Producerea forţei de frecare se rea- 
lizează după legile lui Coulomb, care au fost stabilite experimental. 

Dacă se consideră un punct material rezemat pe o suprafaţă şi acţionat de 
© forță activă T (fig. 2.12), atunci în planul tangent la suprafață apare o 
reacțiune tangențială F,. La echilibru, valoarea acesteia este F; < uN, iar 
în cazul cînd punctul se află în mişcare este dată de relaţia F; = uN. În 
această relaţie N este modulul reacţiunii normale, iar u — un coeficient adi- 
mensional ce poartă numele de coeficient de frecare ; valoarea acestuia depinde 
de: natura materialelor din care sînt confecţionate suprafeţele aflate în 
«contact, gradul de prelucrare al acestor suprafeţe, viteza relativă de alunecare 
dintre cele două solide. Acest coeficient nu depinde de modulul reacţiunii 
normale N şi nici de mărimea ariei suprafeţei comune de contact; 

Conul de frecare. Unghiul de frecare. Dacă forţa activă T s-ar roti în jurul 
normalei la punctul de contact, atunci rezultanta R, a forţelor de legătură N 
și F, s-ar roti şi ar genera un con. În mod asemănător, rezultanta R a forţelor 
active T şi G ar genera, de asemenea, un con. Se obține astfel un con cu pînză 
«dublă, care poartă numele de con de frecare (fig. 2.13). 

La limita de echilibru T = F, = uN. Din figură se observă că: F; =uN = 
=Ntgp; rezultă u = tgp. Unghiul p poartă numele de unghi de frecare. 

Se poate observa că dacă asupra punctului acţionează o forţă activă rezul- 
tantă F, aflată în interiorul conului de frecare, atunci componenta T, < F/mas 
şi punctul material este în echilibru. 

Dacă acţionează o forţă F, aflată în afara conului de frecare, T; > Fmas 
şi punctul material se pune în mişcare. 


i Pentru echilibru este necesar ca suportul rezultantei forței active să fie în 
interiorul conului de frecare. i A - 


În cazul studierii condiţiilor de echilibru a unui punct material, se poate: 
determina situăţia comparind unghiul « pe care-l face suportul forţei active- 
cu normala la suprafață cu unghiul de frecare p care limitează poziţia de- 
echilibru. La echilibru trebuie deci să avem « < p adică cos a > cos p. 

Se notcază versorul normalei la suprafața de sprijin a punctului de sprijin, 
cu ñ. Suprafaţa este dată prin ecuaţia f(x, y, 2). Expresia unghiului œ dintre- 
forța activă R, şi normală este dată. de relația analitică : 


Expresia versorului îi este de forma : 
ñ =a a) ea o role 
ôx ôy 2z 
Expresia forţei active R, este de forma : 
Ra = Xi + Yj + Zk: 


Observind că: cos p i se poate „scrie condiţia de echilibru sub» 
sp 
forma : etapa 
|x 2 3 y $ z2 
ôx ôy. Oz 1 1 
T. > > =- = — 
S 3 i a VEFtgp VIF 
n of of ôf 
VÆ vaz i +0] +1 
j ôx ôy ôz 


În cazul punctului material rezemat pe o curbă în spaţiu se poate determina 
suportul versorului normalei îi prin compunerea celor doi versori normali la 
cele două suprafețe, care prin intersectarea lor dau curba respectivă şi apoi se- 
determină unghiul dintre normală și forța activă în același mod. 


O cale mai simplă o constituie însă folosirea ecuaţiilor parametrice ale curbei = 


| 19 =) 5 =Y 2 = (l: 
În acest caz, versorul tangentei la curbă este: PF. 2] 
Y TA a E A 
LERS dt dt dt 


Se notează unghiul. dintre tangenta la curbă și direcția forței active cm 
zi — a. Se observă că: cosf = cos (2 -a]. În acest caz, condiţia de: 
echilibru rezultă din expresia : 
Ra nu 
a * Il < u 


IRal lal = VIF 


sau : 


dz pu ză 
d! dt dt 


E ENR dz 2 dy}? dz)2 Vi + pi 
VX" + PIZ IE ) și a H (3) 
Pentru determinarea condiţiilor de echilibru este suficient să se stabilească 


posibilitatea ca suportul forței active rezultante să se afle în interiorul conului; 
de frecare. l 


|x 
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Condiţiile de echilibru. În cazul legăturii cu frecare, în ecuaţiile de echilibru 
este necesar să se introducă și forţa de frecare. De asemenea, trebuie avut în 
vedere faptul că trebuie respectată permanent inegalitatea : 


E, <sulÑ]. 

Dacă se notează cu R, rezultanta forţelor active, cu N reacţiunea normală 
şi cu F, forţa de frecare, condiţiile de echilibru se pot scrie sub forma : 
R, +Ñ +F, =0, 

(E| < ul. 
Aceste condiții sînt constituite dintr-o ecuație vectorială și o inegalitate. 
În cazul punctului rezemat pe o suprafață exprimată prin relația 
f(x, y, 2) =0, condiţiile de echilibru sub formă scalară se pot exprima prin 
relaţiile : 


Ea PA l tF, = 
Ra rail) 
Rp PA Lp, 
şi : tu ma < uN. 


În cazul uită R pe o burbă exprimată prin ecuațiile î(7, y, z2) = 0 
şi f(x, y, z) = 0, condițiile de echilibru. devin: 


1oRa hi i sila sI +F; =0;; 
Rr En ar, -0; 


a al b p Smag i 
şi: HE ulii > 
"APLICAŢIA ps i 


Se NE corpul 46 teiităte G care reazemă cu trebătă (ădeticienti u) 
pe planul înclinat cu unghiul «. Să se determine mărimea forței F de în- 
clinare ß față de plan, pami Sebi au (fig. 2. 14); : 


Rezolvare Aat SD 


Se eliberează corpul de I pu- 
nînd în evidență forța normală Ñ şi 
forța tangenţială de frecare F,, opusă 
tendinței de mişcare presupuse în sen- 
sul lui F. Ecuațiile de echilibru sînt: 


ZX, =0; Fcosp riin —F,=0; 
ZY, =0; N —G cos a + F sinp =0; 


Pentru echilibru trebuie ca |£/| < uÑ]: RiR giin ia e 
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Rezolvin], se obline : 


~ Sing -+ uceosa 


F <G—— 


cos 8 + p sin B 


Dacă se ia în considerare tendința de mișcare spre stinga, atunci se schimbă 
sens inegalității şi semnul din lata termenilor ce conţin pe p: 
În final, pentru echilibru, forța F trebuie să se găsească în intervalul = 


` sng — pcos < Re Str tea SARI 
eos B — p sin B cos B + p sin B 


3. 


STATICA CORPULUI SOLID RIGID 


Corpul solid rigid se caracterizează prin faptul că nu se deformează sub 
acțiunea unor forțe. Se consideră un corp solid rigid (fig. 3.1) asupra căruia 
acționează două forțe F şi —F egale de semn contrar, situate pe acelaşi 
suport avind punctele de aplicaţie în A şi B. 

Dacă cele două forţe F și — F sînt mutate pe suportul lor în A, şi, res- 
pectiv, Bı, cele două distanțe luate în considerare AB şi A.B, rămîn de 
asemenea constante. Dacă se consideră un corp rigid asupra căruia acţio- 
nează o singură forță F (fig. 3.2) în punctul A, efectul acestei forţe nu se 
schimbă dacă într-un punct B de pe suportul ei se introduc două forțe F 
şi —F care să acţioneze asupra corpului rigid. 

Este evident că forța F aplicată în A şi cu forţa — F aplicată în B Îşi 
anulează efectele, astfel că asupra corpului rămîne să acționeze numai 
forța F aplicată în B. Rezultă deci că forța F poate fi mutată în lungul 
suportului său fără ca efectul să se schimbe. Vectorul forță are, în cazul 
corpului solid rigid, proprietatea de vector alunecător. 


3.1. REDUCEREA UNUI SISTEM DE FORȚE CONCURENTE 
CE ACȚIONEAZĂ ASUPRA CORPULUI SOLID RIGID 


în punctele A, B C,..., N au suporţii concurenţi în punctul O (fig. 3.3). 
Deoarece toate aceste forțe au caracter de vector alunecător, ele pot fi 
mutate în punctul O unde formează un sistem de forţe concurente ce ac- 
ționează asupra unui-punct 0. : ; 


Forţele F,, Fa... Fn ce acționează asupra corpului solid rigid aplicate 


Acest sistem este echivalent cu rezultanta sistemului de forțe: Å = x F, 
&i 


a cărei mărime, direcție și sens sînt bine determinate. 
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Fig. 5.! Fig. 3-2 


3.2. MOMENTUL UNEI FORȚE 
ÎN RAPORT CU UN PUNCT 


Prin definiţie, momentu: unei forțe F aplicate unui solid rigid în raport 
cu un reper (punct) O este egal cu produsul vectorial dintre vectorul de 
poziţie al unui punet oarecare pe suportul forţei şi vectorul forță (fig. 3.4): 


MF) sf X F = X F, (3.1, a) 
a MP. = ra-F sin a = ra:F sin p = F-d, (3.1, b) 

deoarece | 
ra Sina =rpsin b =d. (3.1, c) 


Momentul unei forţe în raport cu un punct are caracterul unui vector 
tegat de reperul în raport cu care se stabilește. Mărimea, direcția, sensul se 
modifică dacă se schimbă reperul respectiv. Astfel momentul forței F în 
raport cu un alt reper O, este dat în baza definiţiei stabilite de relaţia : 


M, (F) = F xF; 


Fig, 3.3 
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unde 74 este vectorul ae poziţie al punctului A faţă de 0, 
Se observă că: 


: fa = 00, + F4 
ŞI se poate scrie; 


Me = fa X F =(00, +) x F = 00, x F + Mo, (3.2) 


de unde se deduce că : M, £ Mo deoarece |00, x F = 0 numai în cazurile : 
00, =0 nu s-a schimbat reperul; 
F = 0 forţa este nulă; 
00,||F constituie un caz particular care nu s-a luat în seamă. 


3.2.1. EXPRESIA ANALITICĂ A VECTORULUI MOMENT 


Dacă în raport cu sistemul de referință Ozyz expresiile analitice ale 


vectorului de poziţie 74 al unui punct oarecare A de pe suportul forţei / 
şi al forței F sînt: 


Ta = x4 F Yaj + zak; 
F= Xi + Yj + Zk; 


atunci expresia momentului forței F în raport cu punctul 0, conform defini- 
ţiei, este : 


La Je 
Ms = fa X F =|za Ya Za] = i(U4Z — 24Y) + J(24X — 42) + k(z4Y — 
KEYSER ; 
mas d a) =M F M jA MR. (3-3,a) 


S-au notat cu Mz My M: proiecţiile vectorului Me pe cele trei axe de re- 
ferinţă date de expresiile : ; 


Mz =y4Z —24Y; My =24X —zr,Z; ) M, =x4Y — J4X. (3.3, bY 


3.2.2. MOMENTUL UNEI FORȚE IN RAPORT CU O AXĂ 


Prin definiţie, momentul unei forțe F în raport cu o axă este egal cu 
proiecția pe această axă a momentului forței F stabilit în raport cu un 
punct oarecare de pe axă O, (fig. 3.5). 

Dacă expresia vectorului moment al forței F faţă de un punct oarecare 
al axei O, este dată de relaţia: M, (F) = 74 x F, atunci proiecția Ma a 
acestui vector pe axa A, a cărei direcţie este determinată de versorul d, 
se exprimă sub forma : l 


Ma(F) = üM, (F) = ū(ř4 x F). (3.4) 


Momentul unei forţe în raport cu o axă este o mărime scalară. 
Expresia analitică a momentului unei forţe în raport cu o axă se obține 
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1 
] 
| 


“considorind un sistom de rolerință Oz || z faţă de care vecto- 
wta, fu st A sut oxprimaţi sub forma : 


Aud -H ttyl -|- uk; 
fa wal F Va] H Zak; 
D = Xi + Yj + Zh, 
momentul forței F faţă de axa A este dat de relația: 


üs Uy Uz ; 
Ma =s ü (a x Î) sa Va ZA (3.5) 
AERIS 
Observaţie, Momentul unei forţe F față de o axă Fig. 3.5 


paralelă cu ca este nul. 


3.2.3. MOMENTUL UNUI CUPLU DE FORȚE 


Prin cuplu de forţe se înţelege un sistem de două forţe, egale și de sens 
contrar, ce acţionează pe două suporturi diferite paralele ` asupra aceluiași 
scorp solid rigid (fig. 3.6). 

Suma proiecțiilor forţelor ce formează un cuplu pe o.axă oarecare de 
wersor ui este nulă: 

ü- + ū.(—F) =0. 
Se deduce că rezultanta cuplului este nulă. 
Etectul unui cuplu de forţe aplicat unui corp solid rigid se măsoară prin 


momentul cuplului. Expresia momentului acestor forțe în raport cu un punct 
oarecare O din spaţiu este: 


M, = ZM =,Fa x PF +a X (—E) = (ř4 — în X F = 
inta — 08) x Ba BA x F. 

Momentul cuplului de forţe este un vector perpendicular pe planul for- 
(elor, iar mărimea sa este egală cu mărimea forței înmulțită. cu. mărimea 
distanței dintre forte, denumită brațul cuplului de forțe. Sensul său se de- 
termină după regula produsului vectorial (regula şurubului drept): 


IM] = BA]: 


Flsina =F-a] (3.6, a) 


Momentul cuplului este un vector liber. Acest lucru se demonstrează prin 
faptul că el rămîne neschimbat, indiferent de punctul față de care se 
stabileşte expresia lui. A 

În raport cu un alt punct 0, (fig. 3.6) se obţine: 


Me, > XM o SEA XP Aa X (E) > (a S Soan 


= (0,4 — 01B), x E = BA x I. 
Deci : i 


M, = Mo 7 (3.6, b) 
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Fig. 3.6 Fig 3.7 


Două cupluri de forțe care produc același efect, adică au acelaşi mo- 
ment ca mărime, direcţie și sens se numesc cupluri echivalente (fig. 3.7) = 


BA, XxX F, = B-A, xX F, = B3A3 X jan 
Deoarece momentul unui cuplu este un vector liber, deci poate fi aplicat. 
în orice punct al spaţiului, este evident că două cupluri de torţe pot fi 


echivalente chiar dacă ele sînt aşezate în plane paralele ale unui corp 
solid rigid. | 


3.3. REDUCEREA UNUI SISTEM DE FORȚE OARECARE 
CE ACŢIONEAZĂ ASUPRA UNUI CORP SOLID RIGID 


În cazul unui sistem de forțe ce acţionează asupra unui corp solid rigid, 
trebuie avut în vedere că vectorii forță au caracterul de vectori alunecători. 
Problema principală care se pune, în cazul în care asupra unui corp solid 
rigid acţionează un sistem de forțe oarecare, este de a-l înlocui cu un alt 
sistem de forțe mai simplu care să producă asupra corpului același efect. 


3.3.1. OPERAŢII DE ECHIVALENȚĂ 


Pentru a efectua această operaţie de reducere se folosesc: operaţiile ele- 
mentare de echivalență. Aceste operaţii pot fi enunțate, după cum urmează : 


1. o forță poate fi deplasată în lungul suportului ei, efectul ei asupra 
corpului rămînînd neschimbat ; 

2, introducerea sau suprimarea a două forţe egale, de sens contrar, ce 
acţionează pe” același suport, nu schimbă efectul sistemului de forţe ce ac- 
ţionează asupra corpului ; 
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3. un sistem de forţe concurente într-un punct poate fi înlocuit: cu re- 
zultanta sa fără ca efectul sistemului de forțe asupra corpului să se schimbe z 

4. o forță oarecare din sistem poate fi înlocuită prin componentele sale 
fără ca efectul sistemului să se modifice ; 

5. un cuplu de forțe dintr-un sistem de forțe poate fi înlocuit prin mo- 
mentul cuplului fără ca efectul sistemului să se modifice ; 


6. momentul unui cuplu dintr-un sistem de forțe poate fi înlocuit cu un 
cuplu de forţe echivalent. 


3.3.2. TORSORUL 


Cazul cel mai simplu de reducere a unui sistem în raport cu un punct. 
îl constituie reducerea unei forțe ce acționează într-un punct A al rigidului 
în raport cu un alt punct O (fig. 3.8, a). s 

Sistemul nu-și schimbă efectul dacă în punctul O al rigidului, în raport- 
cu care se face reducerea, se introduc două forțe egale, de sens contrar, și: 
pe un același suport paralel cu forța dată F (fig. 3.8, b). 

Analizînd noul sistem de forţe astfel obţinut, se constată că el poate fi: 
considerat acum ca fiind format dintr-o forță F notată cu (1) şi un cuplu 
de forțe F şi —F notate cu (2) al cărui moment este Mo = ř4 X F. Astfel 
se deduce că prin operaţia de reducere a vectorului F din A în raport 
cu punctul O s-a obţinut un sistem echivalent format dintr-un vector forță F” 
şi un vector moment M,. Acest ansamblu format din doi vectori, F, Me 
poartă numele de torsor. Acest torsor se poate nota sub forma: 


F 
al An e a (3.7, a) 
M, = Ta XEK 


Dacă se reduce forța F din A în raport cu un alt punct 0; în. cadrul 


noului sistem se modifică momentul în raport cu 0, și torsorul de reducere: 
în raport cu 0, devine: 


(3.7, by 


Fig. 3.8 


a es 


aa ASIRIENI NOI Ea 
e i ti ci raa 


Trebuie reținut ca o concluzie importantă că, în cadrul torsorului de re- 
«ducere, vectorul F oste'invariant, iar momentul M, se modifică odată cu 
punctul fată de care se face reducerea. 


33.3, REDUCEREA UNUI SISTEM DE FORȚE OARECARE APLICATE 
ASUPRA UNUI CORP SOLID RIGID IN RAPORT CU UN PUNCT 


Se consideră un corp solid rigid asupra căruia acţionează un sistem de 
Xorte Fa Fa.. Fn de direcţii oarecare (fig. 3.9, a). 

Se introduc perechi de cîte două forţe egale şi de semn contrar și pa- 
ralele cu forțele din sistem, toate cu punctul de aplicaţie în punctul de 
meducere, arbitrar ales, 0. Se observă că toate forțele echipolente aplicate 
în 0, de acelaşi sens cu cele date, formează un sistem de forțe concurente 
care pot fi reduse la o rezultantă unică ce trece prin 0. Rezultanta poate 
fi uşor determinată cu ajutorul poligonului forţelor în spaţiu: £ =F + 


n 
tE t... t Fn = BF, (construit în figură punctat). De asemenea, se ob- 
i=1 


sservă că se formează un sistem de cupluri de forțe ale căror momente se 
pot stabili ușor în raport cu punctul de reducere O şi au expresiile : 


Mo(F) =fa XE; Malf) = fn X F, ; Ala re E 


Fiind momentele unor cupluri. de forțe acestea sînt vectori liberi şi pot 
fi aplicaţi în punctul O, astfel că se obține un sistem de vectori concurenți 
în punctul O. Acest sistem se reduce la un moment rezultant Mo, care este 
dat de relaţia : 


E n 
Me = iu xX F, (3.8) 


wunde cu indicele.i s-a notat numărul de ordine al forței şi litera corespun- 
zătoare unui punct oarecare de pe suportul forţei respective (A, B,..., N) 
ce determină vectorii de poziţie 74, 7n,..., Fy. 

Dacă se efectuază aceeași operaţie în raport cu un alt punct de redu- 
cere 0, se observă ușor că rezultanta sistemului de torţe concurente este 
aceeași ca mărime, direcție și sens, deoarece poligonul forţelor este paralel 


= n — 
şi identic. Se'poate trage concluzia că rezultanta R = X F; este un invariant 


1 
ca mărime, direcție și sens.Expresia momentelor se modifică deoarece pentru 
fiecare moment în parte schimbarea punctului de reper față de care se 
stabileşte expresia sa conduce la o altă mărime, direcție şi sens pentru 


veror moment, Expresia momentului rezultant în această nouă relație 
este ; i - E: 


n 
Ma SAN x Fe și Ma 1 Mo 


În concluzie, un sistem de forţe oarecare ce acționează asupra unui corp 
solid rigid poate fi redus în raport cu un punct O al rigidului, la un sistem 
echivalent denumit _torsor, compus dintr-o rezultantă Ñ = XF; şi dintr-un 
moment rezultant M, = X; M x Fe (tig, 3.9, b). . 


t 
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> A aand 


N De 


AR Ea | Fig. 3.9 
3.3.4. INVARIANȚII UNUI SISTEM DE FORŢE 


Se consideră un corp solid rigid asupra căruia acţionează un sistem de 


forțe oarecare F, F,,..., Fa. Efectuînd reducerea în raport cu punctele 0: 
şi O, se obţin torsorii respectivi (fig. 3.10) t, şi To: 


3 Na 23 t ` n 7 cotă 
[a TSAA [a Enin 
= I=L i=1 


(8:9) 


Între cei doi torsori se pot găsi relațiile de 
legătură corespunzătoare. În expresia momen- 
telor însă se schimbă vectorii de poziție. Între 
aceștia se poate scrie relația : . 


f, = 00, + 6, 
Se deduce ușor relația: 


hp- 
M, = S x Py = S00, + M) x Fi = 


Te n n ermak g 
= 00, x ZF + En, x F, =M, + 00, x R, 
i 1 Fig. 3.10 
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Expresia torsorului redus faţă de punctul O, poate fi scrisă în funcţie de 
elementele torsorului redus în 0, prin relaţiile : 


To (3.10) 
M, =M, 00 x R. 
1 
Proiecţia momentului rezultant pe direcția rezultantei constituie de ase-, 
menea un invariant al sistemului. Aceasta rezultă din expresia de mai sus, 


R 
înmulțind scalar cu Vecio 


E) G a) 


şi rezultă 


= 4 — const. (3.11, b) 
R| 


În raport cu un sistem Oxyz rectiliniu ortogonal, expresiile rezultantei R 
şi a momentului rezultant M, sînt de forma : 
R=Xi+ Yj+Zk; M,=Mi +M,j + MĂ (3.12) 


Valoarea mărimii proiecției momentului rezultant M, pe direcția rezul- 
tantei R este redată de mărimea scalară Mp: 


Mia SR aA R E A GE, (3.13) 
IRI o p apa 


Deoarece mărimea rezultantei este invariantă, trinomul M,X+ M 2Y + MzZ 
este de asemenea invariant și poartă numele de trinom invariant. 


3.3.5. AXA CENTRALĂ (AXA TORSORULUI) 

Pentru diferite puncte O, 0,,..., O, ale rigidului, reducerea unui sistem 
de forțe oarecare în raport cu acestea conduce la diverși torsori care au 
“toţi aceeaşi rezultantă și diverse momente rezultante, aşa cum se reprezintă 
aa intuitiv în figura 3.11. În toate cazurile însă 
proiecţiile momentelor rezultante pe direcția 
rezultantei sînt aceleaşi, adică se pot scrie: 
Mo, cosa = Mo, cosf = Mo, cosy. Există puncte 
ale corpului solid rigid O’ față de care momentul 
rezultant M, şi rezultanta au aceeaşi direcție. 
În acest caz mărimea momentului rezultani este 
egală cu mărimea proiecției momentului rezultant 
pe direcția rezultantei forțelor sistemului, şi este 
minimă. Un astfel de torsor poartă numele de 
lorsor minimal şi se caracterizează, în primul rînd, 
prin faptul că rezultanta R şi momentul rezul- 

lant M, sînt vectori coliniari. ` 
Locul geometrie al punctelor din spaţiu față 
Fig, 311 de care prin reducerea unui sistem de torţe, ce 
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E ii asupra unui corp solid rigid, se obţine un moment rezultant 
achoneaza Ý i cA -ă (| à 
liniar cu rezultanta este 0 dreaptă și poartă numele de axă cenlrală. 
D a esia analilică a axei centrale. Dacă reducerea unui sistem s-a efectuat 

Sa presi A fi i i ă ist 
în sii cu un punct 0, și expresiile celor doi vectori faţă de acest sistem 
sînt : 

R=X +Yj +Zk; 
M, = Mă + My] + Mk, 


atunci în raport cu un punct O' de coordonate variabile (x, J, z) expresia 
momentului este cea arătată mai sus: 


sa 


ji 
M =M, — 00' x REMi + Mj + Mk —|? YU 7 
DOANA 


Din definitia dată axei centrale se deduce folosind condiția de coliniaritate, 
adică de proporționalitate a proiecțiilor ecuațiilor, că: 


M:— (UZ — 29) _ M, — CX — 92) __ M:— (xY — yx) 


(3.14) 
X Xi Z 


acestea reprezentînd două plane ce se taie după o dreaptă. 


3.3.6. CAZURILE DE REDUCERE ALE UNUI SISTEM DE FORȚE OARECARE 


După cum s-a arătat, torsorul este echivalent cu un sistem de vectori 
oarecare alunecători F, ..., F, (forțe) ce rezultă din reducerea acestuia în 
raport cu un punct O. Cei doi vectori R şi M,, care constituie torsorul în 
raport cu un punct O originea sistemului de referință, sint: 


şi 


Se disting următoarele cazuri : 

1) R =0; M, # 0, torsorul se reduce la un cuplu; 

2) R =0; M, = 0, sistemul este în echilibru şi este nul în raport cu orice 
alt punct din spaţiu ; 

3) R4 0; M, =0, torsorul se reduce la o forță unică ce trece prin ori- 
ginea sistemului de referință O; 

4) R740; Ma #0; în acest caz se disting două posibilităţi: 

— momentul rezultant stabilit W, faţă de O, poate Îi chiar momentul 
vectorului rezultant în raport cu O, În acest caz, momentul rezultant este 
perpendicular pe rezultantă, Acest lucru se determină uşor din condiţia 
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3 — Mecanica și rezistenţa matorlalelor ~= 0d. 104 


de perpendicularitate RM, = 0 ; sistemul se reduce la o rezultantă unică 

al cărui Suport este axa centrală ; | TRI ORAE Ea 
— cei doi vectori componenți ai torsorului nu sînt E Er i, ci fac între 

ei un unghi æ. În acest caz produsul Ē-M, 7 0. Se poate determina, în acest 


caz, distanța pînă la axa centrală, care este dată de relaţia: 
M min MaX + My H + M,Z z 


IRI VXT F Y F2 


sistemul se reduce la un torsor. 


3.4. SISTEME DE FORȚE PLANE 


Un sistem de forţe ce acţionează asupra unui corp rigid este plan dacă 
suporții tuturor forțelor din sistem se află în același plan. 

Pentru simplificare se alege sistemul de coordonate Oxyz astfel încît pla- 
nul Oxy să coincidă cu planul forţelor (fig. 3.12). 

Dacă se face reducerea sistemului de forţe în raport cu originea 0, sis- 
temul se reduce la un torsor ale cărui componente vectoriale sînt: 


Bc x z w = z = 
R = SE, => Sai + SV] =X- + Y-], 
i ; (3.15) 


1 
n W n x A 
J o = Da A Ei = Ma" k = Mk. 
1 1 


Este evident că rezultanta sistemului are suportul său tot în planul Oxy, 
iar momentul rezultant este un vector perpendicular pe planul Ozy. Deci : 


R-Mo = X-M + Y-M, + Z:M, =0. 


Momentul rezultant este perpendicular pe planul forțelor, implicit pe 
rezultanta lor, și deci sistemul se poate reduce, în cazul că R + 0 ṣi M, 70, 
la o rezultantă unică ce nu trece prin origine. Suportul acestei rezultante 
se deduce din ecuaţia axei centrale : 


(3.16, a) 


Ecuația suportului  rezultantei 
este deci: x-Y — y -X — M, =0. 

Torsorul de reducere în raport cu 
originea O poate prezenta urmă- 
toarele situații : 

IL. R#0; M, =0, sistemul de 
forțe plane se reduce la o forță 
unică ce trece prin origine ; 

II. R=0; Me #0, sistemul de 
forţe plane se reduce la un cuplu al 
cărui moment este un vector per- 
pendicular pe planul forțelor egal 
cu Ñ, ; 

III, R=0; W, = 0, sistemul este 
Fig, 3,12 în echilibru ; 


IV. R #0;M, +0; sistemul se reduce 

. , A ir y 

la o rezultantă unică ce nu trege prin ori 
gine, al cărei suport este dat le ecuația 
dreptei A a axei centrale dată prin relația : 


AS iu (3.16, b) 


E aeea 


3.5. SISTEME DE FORȚE PARALELE 


sr 


Un sistem de forțe F, F,,..., F, ce 
acţionează asupra unui rigid formează un 
sistem de forţe paralele dacă toate aceste Fig. 3.13 
A forțe sînt paralele cu o aceeași direcție A, : 
caracterizată printr-un versor al direcției comune i (fig. 3.13). O forță 
oarecare F; se poate exprima sub forma: 


| F, = F; u, 
| Sistemul de forțe se reduce în raport cu originea O la un torsor ale cărui 
componente vectoriale sînt : 


n n 
R = SF = (SFă = R-ă, 
1 1 


zi a eter 3 (3.17) 
M, = X(f, X F) =X, X Fū = (ZFT) X ū. 
1 i T 


Se observă că vectorul momentului rezultant este perpendicular pe ver- 
sorul i, iar rezultanta este paralelă cu d. 


R RE n x d] =0. (3.17, a) 
1 


În cazul general în care R #0 și M, # 0 sistemul se reduce la o rezul- 


tantă unică ce nu trece prin origine al cărei suport este dat de expresia axei 
centrale. 


Momentul rezultant în raport cu un punct oarecare C de pe axa centrală 
este nul. Folosind relaţia de transformare a unui torsor prin trecerea de 
la un punct la altul, se poate scrie : `; 


iai M. =M, =06 * R 20. 
Se notează OC =p, şi se scrie această relaţie sub forma : 
n n 
(DFi: F, — Pe DF:) x a= 


Acest produs vectorial este nul dacă cei doi vectori ce constituie factorii 
săi sînt coliniari, deci se află într-un raport à, ceea ce rezultă: 


n e n 
DET, — PF, = \ū. 


Din această relație se obține expresi 


resia vectorului de poziţie a unui punct 
oarecare de pe suportul rezultantei : 


TO O CI O DD UD a Ei PI 
———————————. 


nos RN = 
Drin A Drin 

Rope ra mo Alla = — A (3.18, a) 
XP XE, Da 


O 


deoarece s-a notat cu Ài E mA Agaaată relaţie reprezintă de fapt ecuaţia 
F 


. i $ $ i Tip i] 
axei centrale scrisă sub formă vectorială. Ea trece printr-un punct fix C 
a carui expresie se obține dacă 1, = 0, adică: 

i daa 
i 
1 (3.18, b) 


Pe F n 
ZF 
T 
Acest punct fix C poartă numele de centrul forţelor paralele ; coordonatele 
sale se obțin proiectînd vectorul 6, pe cele trei axe: 


n 
DF, 
1 


T, = ; 


n 
XF, 
1 


(3.18, c) 


unde te Ye Şİ Ze sînt coordonatele vectorului de poziţie pe. 


Observaţie 

1. Expresia poziţiei centrului forţelor paralele nu depinde de direcția 
sistemului de forţe dată prin versorul i. Aceasta înseamnă că dacă se 
consideră forțele F, drept vectori legaţi de punctele lor de aplicație, 
oricum s-ar schimba direcţia versorului ii centrul forţelor paralele ră- 
mine același, adică rezultanta trece printr-un punct fix. 

2. Dacă mărimea forţelor F, este mărită sau micșorată cu o aceeași 
mărime scalară, poziţia centrului forțelor paralele rămîne aceeași. 
Această proprietate servește, după cum se va arăta, la simplificarea 
determinării poziţiei centrului de greutate în cazul corpurilor omogene : 
n Lai n = 
DRN DKR T, 


n n 
EF, KEY 
1 1 


c 


Fa Por. 


3. Schimbarea sistemului de refe- 
rință nu modifică poziția centrului 
forțelor paralele. 

Dacă : 


Fig, 3,14 
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este expresia centrului forțelor paralele față de un sistem Oxyz, în ra- 
a > 3 PD? p: f 
port cu nu alt sistem Oxyz va fi: (fig. 3.14): 


o 


Se observă că prin trecerea de la un sistem la altul avem : 
Pe = Po te 


Introducînd în expresia centrului forțelor paralele se obține : 


EF +T) 
pia (3.19) 


ceea ce denotă că poziția este neschimbată. J 


3.6. SISTEME DE CUPLURI DE FORȚE 


Dacă asupra unui corp solid rigid acţionează simultan mai multe cupluri 


de forțe £,,..., Fa, acestea formează un sistem de cupluri (fig. 3.15). 

_ Fiecare cuplu de forțe se poate înlocui cu vectorul moment al cuplului M, 
Mz... Mu. Toți acești: vectori sînt vectori liberi şi pot fi mutaţi toţi 
într-un acelaşi punct O. Se obţine astfel un sistem de vectori concurenți 
care dau drept rezultantă momentul cuplului rezultant. 


n 
M, == SM o. 
1 
Dacă M, = SM = 0 sistemul este în echilibru. 


Teorema lui Varignon. Această teoremă este valabilă pentru sistemele 
de forțe care se reduc la o rezultantă unică. În cazul sistemelor de forte 


Fig, 3.15 
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ce se reduc la un torsor, ea nu este valabilă. Ea se poate enunța sub una 
din formele : 

— momentul în raport cu un punct al rezultantei unui sistem de forţe, 
care se reduce la o rezultantă unică, este egal cu suma vectorială a mo- 
mentelor forțelor componente în raport cu acelaşi punct; 

— momentul în raport cu o axă oarecare a rezultantei: unui sistem de 
forțe, care se reduce la o rezultantă unică, este egal cu suma algebrică a 
momentelor forţelor componente în raport cu aceeaşi axă. 


3.7. ECHILIBRUL CORPULUI SOLID RIGID LIBER 


Un corp solid rigid acţionat de un sistem de forțe Fp F„ care poate 
ocupa orice poziţie în spaţiu, nefiind obligat să se afle în contact permanent 
cu nici un punct, linie sau suprafaţă din spaţiu, se numește corp solid rigid 
liber. 

Starea de mișcare mecanică a corpului nu se modifică dacă torsorul de 
reducere în raport cu un punct oarecare este nul. Se spune, în acest caz, 
să se consideră corpul solid rigid în echilibru. Rezultă condiţia de echilibru 
formată din două ecuaţii vectoriale : 


R =0 şi M, =0. (3.21, a) 


Acest sistem de ecuaţii vectoriale este echivalent în cazul general cu sistemul 
format din şase ecuaţii scalare : 


n n 
DX =X =0 Miz == Ma =0 
1 1 


IS paul I T EN tă (3.21, b) 
1 


n n 
D2, Dilie a ML 30. 
1 1 


În cazul unui sistem de forțe plane, cele două ecuaţii vectoriale sînt 
echivalente cu trei ecuaţii scalare : 


n 

1 

n 

2Y: =Y =0; (3.21, c) 
n 

Se == 

1 


Se poate reține, în concluzie, că pentru echilibrul corpului solid rigid se 
pot scrie șase ecuații, în cazul general şi, respectiv, trei în cazul sistemelor 
de forţe plane care reprezintă condiţiile de echilibru. Necunoscutele în aceste 
ecuaţii pot fi: 

— elemente geometrice (unghiuri) care determină poziţia de echilibru ; 

— unele forţe necunoscute ce acționează asupra corpului solid căruia i se 
cunoaște poziția de echilibru. 
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3.8. ECHILIBRUL CORPULUI SOLID RIGID 
SUPUS LA LEGĂTURI 


Legăturile corpului solid rigid. Axioma legăturilor 

Se spune că un corp solid rigid este supus la legături dacă este obligat 
să se afle permanent în contact cu un punct, o anumită linie sau cu o 
suprafaţă. În limbaj matematic se spune că avem de-a face cu un corp supus 
la o restricție geomelrică. 

Legăturile corpului solid rigid sînt: reazemul simplu, articulaţia, încas- 
trarea şi legătura prin fir. 

Legătura sau restricția geometrică a unui corp solid rigid constituie în fond 
o interacţiune între corpul solid rigid şi punctul, linia sau suprafața și ea 
rigidă cu care el se află permanent în contact. În baza principiului acţiunii 
și reacţiunii, corpul acţionează asupra legăturii cu elemente mecanice, forțe 
şi momente, iar legătura, la rîndul ei, acţionează asupra corpului cu aceleași 
elemente dar în sens contrar, care poartă numele de elemente mecanice de 
legătură sau reacțiuni. 

Dacă se îndepărtează legătura, deoarece corpul se află în aceeași situaţie, 
ea trebuie înlocuită cu elementele mecanice de legătură corespunzătoare 
(forțe sau momente de legătură, denumite şi reacţiuni). 


3.8.1. AXIOMA LEGĂTURILOR 


Pentru a studia echilibrul sau mișcarea unui corp solid supus la legături 
(restricţii geometrice) se înlocuiește legătura cu elementele mecanice, forțele 
sau momentele de legătură şi se obţine un corp solid rigid liber asupra 
căruia acționează un sistem de forțe format din forţele și momentele exteri- 
oare, direct aplicate, denumite și forţe active sau forţe date și forțele și 
momentele de legătură denumite și reacţiuni. 


3.8.2. LEGĂTURILE CORPULUI SOLID RIGID 


Pentru a putea aplica în mod concret axioma legăturilor este necesar să 
se stabilească cum se înlocuiește fiecare tip de legătură în parte în funcţie 
de modul în care se impune restricţia geometrică. 

Reazemul simplu. Se spune că un corp solid rigid este simplu rezemat 
pe o anumită linie sau suprafaţă dacă el este obligat să se afle permanent 
în contact cu aceasta într-un anumit punct O al solidului (fig. 3.16). 

Se consideră corpul solid rigid I simplu rezemat pe corpul solid rigid II, 
suprafețele. celor două corpuri fiind perfect netede. Asupra corpului I ac- 
ționează un sistem de forțe oarecare Îi, F.,..., Fp Cele două corpuri se 
află în contact în punctul O. 

Sistemul de torţe F,,..., Fn se reduce, în raport cu punctul de contact O 
la un torsor format din rezultanta FR și momentul rezultant M, ; 

Componentele vectoriale ale torsorului R, M, se pot descompune în cîte 
două componente după normala comună nn’ la suprafața de contact și o 
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direcţie situată pe planul m tangent 
în O la suprafețele aflate în contact: 
R, şi R, şi, respectiv, M, și Mp. 
Este evident că pentru corpul solid 
rigid rămîn posibile mai multe miş- 
cări păstrînd contactul cu corpul II. 
Astfel, corpul I sə poate rostogoli 
peste corpul II, această mișcare fiind 
echivalentă cu o rostogolire pe pla- 
nul m, de asemenea el se poate roti 
în jurul axei nn’, ceea ce echivalează 
cu o mișcare de pivotare pe suprafața 
de contact în jurul normalei nn, şi 
poate avea o mişcare de alunecare 
față de planul tangent comun. Restric- 
ţia geometrică împiedică o singură miş- 
Fig. 3.16 care, și anume deplasarea într-un sens 
sau altul în lungul normalei comune. 


Deoarece prin ipoteză s-a presupus că suprafeţele de contact sînt perfect 
netede, deci nu apar rezistențe la deplasarea corpului datorită frecărilor, 
este evident că, pentru ca să nu se producă nici una din deplasările posibile 


menţionate (rostogolire, pivotare sau alunecare pe planul tangent) este ne- 
cesar ca: 

M, =0, ca să nu se rostogolească pe planul ~; 

M, =0, ca să nu pivoteze în jurul normalei comune ; 

B, =0, ca să nu alunece de-a lungul planului. 

Legătura geometrică se înlocuiește, în baza principiului acţiunii și reac- 
țiunii, cu o{forță -de legătură N. Corpul fiind în echilibru, deci: R, = 0, 
M, =M, = 0 sistemul de forţe ce mai acționează asupra corpului liber aflat 
în echilibru conduce la ecuaţia : 

R, +Ñ =0. 

În coucluzie, un reazem simplu se înlocuiește cu o forță de legătură N 
de mărime și sens necunoscut a cărei direcţie este însă normala comună 
la linia sau suprafața de contact. 

Articulația. Se spune că un corp solid rigid este articulat într-un punct O 
dacă este obligat în mod permanent să rămînă în contact cu acest punct, 
avind însă posibilitatea de a se roti în jurul său. Articulația poate fi cilin- 
drică sau sferică. În cazul articulației cilindrice, corpul se poate roti în jurul 
unei axe (fig. 3.17, a). În cazul articulației sferice, corpul se poate roti în 
jurul a trei axe concurente în spaţiu (fig. 3.17, b). 

Pentru a determina forţele de legătură cu care se înlocuiește o articulaţie 
ce impune restricţie geometrică corpului ca punctul O al corpului să rămînă 
mereu în aceeași poziţie, se reduce sistemul de forţe F,,..., F, ce acţio- 
nează asupra rigidului, în raport cu acest punct. Se obţine un torsor format 
din componentele : Ř şi Mo. Efectul momentului M, de a imprima o rotire 
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Fig, 3.17 Fig, 3.18 


corpului nu este împiedicat de articulație, în schimb efectul de a da o 
deplasare corpului sub acțiunea forței rezultante fi este anulat de legătura 
prin articulație. Este evident că în locul articulației trebuie introdusă o 
forță de legătură R, de mărime și direcție egală cu R, dar de sens contrar, 
astfel ca să se păstreze condiția de echilibru R + R, = 0. 

Deoarece la rezolvarea unei aplicații concrete nu se cunoaşte dintr-un 
început mărimea, direcția și sensul rezultantei R şi deci a reacţiunii &,, 
în locul articulației se introduce o forță de mărime şi direcție necunoscută 
(fig. 3.18). i 

Deoarece în ecuațiile scalare ce exprimă echilibrul sau modul de mişcare 
este mai puțin comod a se introduce unghiurile de direcție, forța de legătură FB, 
se înlocuiește prin componentele sale după axele Ozyz: X,, Y, Z, în cazul 
forțelor oarecare în spaţiu, sau X,, Y, după axele Ozy în cazul sistemului 
de forţe plane. TE 

Încastrarea (fig. 3.19). Legătura prin care un corp solid rigid este în- 
țepenit rigid într-un alt corp într-un punct O, astfel că nu mai are nici o 
posibilitate de mişcare, poartă numele de încastrare. 

Dacă se reduce sistemul de forțe active F, F,..., F, care acționează 
asupra corpului în raport cu punctul de încastrare O se obtin rezultanta È 
şi momentul M,. 

Deoarece legătura prin încastrare nu permite nici o mobilitate pentru 
corp, este evident că această legătură anulează efectul torsorului ce rezultă 
din reducerea sistemului în raport cu O. Rezultă că, o legătură prin încas- 
trare se înlocuiește cu o forță de legătură Ř, egală și 'de sens! contrar cu 
rezultanta Ř și un moment rezultant M, egal şi de sens contrar cu PT A 

Deoarece la rezolvarea problemelor nu sej cunoaşte de la început mărimea, 
direcția şi sensul acestor vectori, ei se înlocuiesc prin componentele lor R, 
(O Yo Za) și M, (Mez Mey Mae). 

Legături prin fire. În cazul corpului solid rigid susţinut prin fire, trebuie 
avut în vedere faptul că firul nu poate fi solicitat decit la înt 
fiind, prin definiţie, un corp flexibil. În acest caz, dacă se taie 
înlocuiește cu o forţă (reacțiune) de mărime necunoscută ce are 
rului și sensul astfel încît să întindă firul (fig, 3.20), 


indere, el 
firul el se 
direcția fi- 
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Fig. 3.19 Fig. 3.20 


Condiţiile de echilibru pentru corpul solid rigid supus la legături, în raport 
cu un sistem de referință Oxyz, sînt: 


n ra pi 
XF, + R,=0, R + R, =0, 
1 
sau : 
n E3 mn 
Ai; xF, +M, =U Mo + M, = 
1 k 
Ecuațiile scalare corespunzătoare sînt : 
n n 
AX +X, =0, EMs + Mea = 0, 
1 ati 
n n 
2Y, + Y, =0, ZM + My =0, 
1 1 
n n A 
XZ, + Ze = 0, EMi + Mez = 0o. 
1 1 


Ele sînt în număr de șase ecuaţii în cazul forţelor oarecare în spaţiu sau 
în număr de trei în cazul unui sistem de forţe plane aflate în planul Oxy : 


ÈXHE =0; 
1 $ 
SY, cp vito, 

1 


n 
Mi, + Me == 0. 
1 


3.9. ECHILIBRUL CORPULUI SOLID RIGID CU FRECARE 


Ipoteza făcută anterior că suprafețele a două corpuri aflate în contact 
sînt perfect netede, nu corespunde realităţii. În realitate, suprafețele aflate 
în contact nu sînt perfect netede și prezintă unele 
asperităţi care se opun deplasării unui corp față 
de alt corp. : 

Se consideră două corpuri aflate: în contact 
după o suprafață plană orizontală: aspră, ca în 
figura TEL Rapp I se sprijină pe corpul II şi 
are o greutate (, Asupra corpului T acţionează o 
forţă activă orizontală Ta cărei mărime variază 
Fig, 321 crescind de la 0 pînă la o anumită valoare la 
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care corpul tinde să se miște. Corpul stă în echilibru Și nu se deplasează, 
deoarece în suprafața de contact, care prezintă asperi tăļi, apare o forţă egală, 
de aceeaşi direcție, dar de sens contrar, care anulează efectul forței 7. 
Această forță poartă numele de forță de frecare de alunecare Fy deoarece 
se opune alunecării unei suprafețe tangentă pe altă suprafață. Mărimea 
maximă a forţei de frecare de alunecare //, este proporţională cu mărimea 
reacţiunii normale N cu care corpul II acţionează asupra corpului 1, iar 
coeficientul de proporţionalitate u poartă numele de coeficient de frecare 
de alunecare. 

În cazul unor corpuri ale căror suprafețe s-ar afla în contact într-un 
punct, trebuie avut în vedere că în realitate toate corpurile sînt mai mult 
sau mai puţin deformabile. 


Ipoteza corpului solid rigid a fost utilizată în cadrul unui proces de ab- 
stractizare ce a urmărit simplificarea anumitor calcule, urmărind însă ca 
să nu se introducă erori în soluţiile găsite. 


Pe un element din suprafața de contact de pe corpul I va acţiona o forță 
de legătură_normală AN pe elementul de suprafaţă ds şi o forță de fre- 
care aF, (|AF,| < u|dN|, forță de legătură tangenţială) care se va opune ten- 
dinţei de alunecare a elementului de suprafaţă considerat al corpului I peste 
elementul de suprafaţă al corpului II cu care el se află în contact (fig. 3.22). 


Dacă în baza axiomei legăturilor se izolează corpul I, atunci se înlocuieşte 
corpul II cu forțele de legătură corespunzătoare, astfel că asupra corpului 
izolat devenit liber acţionează un sistem de forțe format din forţele active F, 
Fa...» Fa forțele de legătură elementare dÑ şi forţele de legătură tan- 
gențiale |dF,| < u|dÑ]. Este evident că acest sistem se reduce în raport cu 
punctul de contact O la un torsor al sistemului de forţe active (R, M,,) 
şi un torsor al forțelor de legătură q,(R, și M). 


Condiţia de echilibru este dată de ecuaţiile (fig. 3.23): 


R,+ R =0; 
(3.22, a) 


completate cu inecuaţiile 


Fig, 3.22 


ot gi de h, este tocmai forța de frecare de alunecare. Componenta R, 

ea normală, Momentele rezultante Mio şi Mao corespunzătoare 
forțelor de legătură şi forțelor active, se descompun în două componente, 
după normala comună la suprafețele de contact și după o direcţie în planul 
tangent în O la suprafaţa de contact, Componentele după normala comună 
corespund unei mişcări de pivotare a corpului I pe corpul II, iar compo- 
nentele după planul tangent corespund unei mișcări de rostogolire a corpului I 
pe planul tangent în O. Componentele corespunzătoare forţelor de frecare 
poartă, corespunzător, numele de frecare de rostogolire și frecare de pi- 
votare. 


Pentru echilibru este necesar să se îndeplinească, în afara ecuaţiilor (3.22, a) 
de echilibru, și inecuaţiile 


A <S [Man] ; (Mal <S |Mail; (Ral < ul]. (3.23) 


Pentru a înţelege și a studia mai în fond modul de rezolvare a problemelor 
legate de echilibrul corpului cu frecare este util a studia fiecare gen de 
frecare separat. 


3.9.1. FRECAREA DE ALUNECARE 


Frecarea de alunecare corespunde cazului în care torsorul de reducere 
al forțelor active se reduce în raport cu punctul de contact O numai la o 
rezultantă unică care trece prin punctul 0. Forţele de legătură se reduc la 
rezultanta , care se descompune în componentele R, și F, (fig. 3.24). 
Mărimea forţei de frecare F, este dată de relația 


IP, <S u- |Benl: 


Sensul ei care întotdeauna contrar tendinței de mişcare a corpuiu 
I sub acțiunea componentei R. Dacă se rotește rezultanta activă Ẹ în 
jurul normalei, în mod similar se rotește şi cea a forţelor de legătură. 
Se descrie astfel conul de frecare. Acest mod de comportare este identic 
cu cel prezentat în cazul echilibrului punctului material cu frecare. Legile 
„ frecării uscate stabilite de Coulomb şi 
arătate la capitolul echilibrului punc- 
- tului material sînt valabile şi în cazul fre- 
cării de alunecare în cazul corpului ma- 
terial. În concluzie, pentru echilibrul 
corpului se scriu ecuaţiile de echilibru 
care se completează cu condiţia de echi- 
libru dată de inegalitatea : 


|E; s tea. 


3.9.2, FRECAREA DE ROSTOGOLIRE 


i 
\ 


Se consideră cazul rostogolirii unei roți 
pe un plan orizontal. În prealabil se con- 
sideră roata și planul orizontal -(şina de 
cale ferată) drept corpuri “solide nedetor- 
Fig, 3.24 mabile (lig. 3.25, a); 


44 


ns 


Fig. 3.25 


Roata, de raza R, are greutatea G și este trasă orizontal cu o forţă js 
Practic se observă că dacă forța / este mică, roata nu se mişcă și că se 
pune în mişcare abia atunci cînd T are o mărime corespunzătoare. Din 
condițiile de echilibru ale roții față de sistemul Oxy, originea sistemului fiind 
în punctul de contact, rezultă : 


X): T-—F, =0; 
(ŁY): N—G=0; 
EM): +T:R=0; 
Și 
Fps wN. 

Se observă imediat din aceste condiţii că echilibrul nu este posibil decît 
dacă forța T este nulă T =0. Această concluzie este însă în contradicție 
eu realitatea. Pentru a putea scrie un sistem de ecuaţii de echilibru care 
să fie în concordanţă cu realitatea, este necesar să se ţină seama de defor- 
maţia roții și a şinei. Se observă că amîndouă se deformează, astfel că în 
faţa roții în direcţia de avansare prezintă un mic prag ca în figura 3.25, b, 
astfel că forţa de legătură normală N este deplasată paralel la o distanţă e. 

Scriind din nou condiţiile de echilibru se obţine : | 

EX): T—F,=0; 
@Y): N-G=0; (3.24) 
EM): T-REN e =O 
şi SLN 
F; SWN 
M sr < sN. 


Distanța s se măsoară în centimetri și poartă numele de coeficient de 
frecare Ja rostogolire. Mărimea distanței e este variabilă şi la limită ea are 
valoarea s, Rezultă că momentul rezistent ce se opune tendinței de rosto- 
golire are o valoare maximă și că expresia sa este: 


(Mtr < sÑ 


Făcind reducerea În punctul teoretic de contact O, se obţine situaţia din 
figura 3,25, e, 


t 
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Valorile lui s depind de raza roții și de natura materialelor din care sînt 
confecționate roata și planul (ṣina) pe care se rostogoleşte, 

Observaţie. La echilibru forța de frecare de alunecare și momentul 
de frecare la rostogolire (torsorul frecărilor) este permanent egal cu 
torsorul forțelor active. La ieşirea din echilibru însă este posibil ca 
numai una din componentele vectoriale ale torsorului de reducere să 
nu respecte condiţia de echilibru, Sint posibile următoarele cazuri : 


T =F; < uN 
Ma = Mau ss N; 
în acest caz roata este în echilibru, ea nu alunecă și nu se rosto- 
goleşte ; 
T =F > uN 
Ma = Mu SSN; 
în acest caz roata alunecă fără să se rostogolească ; 
T =Fy su N 
Mas = Me > SIN; 
în acest caz roata se rostogolește fără să alunece; 
T = F; > ue N 
Mat = Me SENG 


în acest caz roata alunecă şi se rostogolește în același timp. 


Ă 3.9.3. FRECAREA DE PIVOTARE 


În acest caz, torsorul forțelor active ce acționează asupra corpului se 
reduce la doi vectori coliniari ce au direcția normalei comună la suprafața 
de contact Ran şi Man. Torsorul forţelor de legătură, în cazul echilibrului, 
este de asemenea compus din doi vectori coliniari ce au tot direcția nor- 


malei comună la suprafaţa de contact R,, și M,a. Pentru echilibru este 
necesar să fie îndeplinite condiţiile 


Ran + na = 
şi 
Man + Men = 0. 
Se studiază cazul lagărului vertical cu secțiunea inelară, şi razele R, şi Ra 
încărcat cu forța axială Q și momentul M, coeficientul de frecare de alu- 


necare fiind p. 
Se face ipoteza că presiunea este uniform repartizată şi deci egală cu: 


Qh Sifo Qa i 


A R= R) 


. 


p= 
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Pentru a stabili momentul rezistent de frecare 
de pivotare, se consideră un element de suprafață 
de forma unui inel circular cu raza r şi grosime dr. 


Reacţiunea normală ce acționează pe acest 
ë element de suprafață este : 


AN == 0—:2m: rs dr, 


TR? 


| în cazul secțiunii circulare pline, iar în cazul 
secţiunii inelare (fig. 3.26,) este: 


AN = Q-2x:r-dr > 
r(Ra — Ri) 


| Momentul de frecare de pivotare elementar este Fig, 3.26 


dM, = r-p-AN = 22 r2-dr, 
respectiv : 


2u :Q 
Ri — Ri 


*r2- dr. 
Momentul total de frecare de pivotare, în cazul secţiunii circulare pline, 
la limită este : e 
R 
M, = 2u hdr =Z Q.R. (3.25, a) 
0 


În cazul pivotului cu secțiune inelară, momentul este : 


M g= ee 2. dqr — Æ.0 H-R, 
2 R R (z dr Q 


Introducînd relația razei medii Eta Sia » expresia momentului de 
2 


frecare de pivotare se poate considera cu aproximaţie : 


4 
M=- HQ- Rm (3.25, b) 


Pentru echilibru este necesar ca să se respecte permanent condiția : 


Ma < Mp. 


3,9.4, FRECAREA IN ARTICULAȚII ȘI LAGĂRE 


Axul cilindric orizontal al unei articulaţii cilindrice se roteşte în interiorul 
unui locaș cilindric între cele două corpuri, realizindu-se un contact după 
9 generatoare comună, Într-o secțiune transversală (fig. 3.27) ac 


í est contact 
se realizează într-un punct, În mod asemănător, un arbore (ax) al unui 
| 
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motor sau mașini se sprijină şi se rotește 
într-un organ de sprijin care poartă numele de 


lagăr. 
Se consideră cazul în care frecarea în lagăr este PD 
uscată, determinarea momentului rezistent la 


frecare corespunzător fiind mai simplă. P 

La echilibru, punctul de contact între ax I 
şi lagăr se află în partea inferioară în punctul E 
I (fig. 3.27, q). Dacă asupra axului acționează 
un moment activ My care tinde să-l rotească, 


axul își va muta punctul de contact în A 
(fig. 3.27, b). 

Torsorul forţelor active se compune din rezul- 
tanta R ce are o direcţie cuprinsă în planul 
secţiunii transversale și momentul forțelor active 
M, al cărui suport are direcţia axei arborelui, 
perpendiculară în O pe secţiunea transversală. 

Deoarece în punctul de contact A se reali- b 
zează o frecare de alunecare şi una de rostogolire, Fig. 3.27 


torsorul řorțelor de legătură se compune din o rezul- = 

tantă R, ale cărei componente sînt reacţiunea normală N și forța de frecare 
de alunecare F,, a cărei mărime maximă este uN > F, şi un moment de 
frecare la rostogolire a cărui mărime maximă este M,, < sN. În raport 


cu sistemul de referință Axy, condiţiile de echilibru pentru axul a cărui 
rază este a sînt: 


Xe E, = Rsina =0; 
@Y): N—Rcosa =0; 
EM) M, =M + R-asina =o 
Fr su:N; 
Š M; SEN 
Din ecuațiile de echilibru se obține : 
E= Rina ş, 
N = R cos x 
Mu, = M, — R-a sin a. 
Din ultimele două condiţii date de inegalităţi rezultă : 
tga su 
ȘI 
Mo s R- a(sin % Sa di cosa): 


a 


Ohservînd că unghiul ø este suficient de mic se poate scrie 


cosu | şi sina x tga zu, 
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iar relaţia devine : 
Mo S Ralu) == Rap, 


; EEA s 3 
Coeficientul de frecare u este adimensional ca și raportul A astfel că 


s í EPI 3 
se poate nota u =u + EE echivalent cu un coeficient de frecare adimen- 


sional y’. 

Mărimea momentului de frecare maxim, la limita situației de echilibru, 
rezultă din egalitatea M, = My. 
Deci : 


My, < wa:R = p'a y F} + Ne. (3.26) 


„3.9.5. FRECAREA ÎN SCRIPEȚI 


Scripetele este format dintr-un disc rotund ce se poate roti în jurul unei 
axe perpendiculare pe planul discului (fig. 3.28). Peste circumferința dis- 
cului este trecut un fir flexibil și inextensibil, astfel] că de un capăt al 
firului poate acţiona o forţă activă F care să ţină în echilibru sau să ridice 
o sarcină Q. Prin acționarea cu forța F discul scripetelui de rază r se ro- 
teşte fără ca firul să alunece față de circumferința discului. În articulaţia 
discului scripetelui cu axul său apare o rezistență de frecare. Se constată 
că forţa activă F este mai mare decît sarcina Q. 

Pentru a determina forța activă F, se va considera cazul ipotezelor celor 
mai nefavorabile : > 

— în articulația de rază a apare un moment rezistent de frecare ; 

— firul nu este perfect flexibil şi se abate față 
de tangentele duse la capetele diametrului ori- 
zontal cu distanțele mici s, şi e, către interiorul 
şi către exteriorul diametrului AB. 

Ecuațiile de echilibru sînt: 


Oo o 
Gyer- p o d 
(ZM): Q(r + e) >F(r — e) + Ai =0, 
Rezultă : î 


TEE? 


X=0 > A 


y zg F i Q; A 
| R=F+9; 
| Pati EQ ag, (3.27) 


rem pa 
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4 — Mecanica și rezistența materialelor — Cd, 104 


Coeficientul : a = Pt tha este supraunitar și poartă numele de coefi- 

t wN ie D= E — wa = $ 

cient de multiplicare. Valoarea sa este practic egală cu à 2 1,1,..., 1,3. 
Relaţia F = +Q se folosește în aplicaţii în locul ecuaţiei de momente față 

de axul scripetelui. 


ew- 


3.9.6. FRECAREA FIRELOR 


În acest caz, discul peste care se înfășoară firul este fixat, iar dacă firul 
este tras de un capăt, are tendința să alunece cu frecare peste disc. Între 
fir şi disc apare o frecare de alunecare caracterizată printr-un coeficient de 
frecare u (fig. 3.29, a). 


Tensiunea în capătul de care acționează firul este mai mare decît în partea 
opusă, deoarece trebuie învinsă rezistența la frecarea de alunecare a firului. 
Pentru a determina relația dintre tensiunile ce se produc în cele două 
ramuri, se ia în considerare un element din fir (fig. 3.29, b), pe o lungime 
de arc cu unghiul la vîrf d0, şi se scriu condițiile de echilibru față de un 
sistem de axe format din tangenta și normala duse în punctul din mijlocul 
elementului de fir. . 


Se obține : 


(ŒX): (T +AT) cos © — 7 cos — AF, =0; 


(ÈY): AN — (T + AT) sin Z > T sin Š = 


AF, S u: AN. 
Deoarece s-a considerat un unghi dð mic, se poate aproxima : 
E „i E CO 
şi relațiile devin : 
T +AT —T — AF, =0; 
AN AO ENT S pe de 
2 2 2 d 


AF, < u-AN 


Fig. 3,29 
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şi considerind 


se obține : 


sau: 


Ta & 
jeejee 
Tı 0 


ceea ce conduce la relația (Euler) : 
Tia SIRAK 
la echilibru. 
APLICAȚIA 1 


Se dă cubul cu latură a acționat ca în figura 3.30, a de forțele 


IF| = F43; 
JE, = F/2 
şi cuplul 
IM] = F-a y2. 
Se cere: 


a) să se reducă sistemul în punctul 0 ; 
b) să se determine torsorul minimal ; 
c) să se determine ecuația axei centrale. 


Fig. 3.39 
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Rezolvare 


Pentru determinarea elementelor torsorului de reducere în 0, se calculează 
vectorul rezultant A şi momentul rezultant M, cu ajutorul componentelor 
acestora pe cele trei axe ale sistemului Oxyz. 


XA = Dă, =0 
Ay aSY, =0 
Z eSz sf 
Mo = 2E. 
M, Moy = F-a 
Mo T0. 


Deci, torsorul în O are următoarele componente : 
R=F-k; 
M, = 2F-aii + F-aj. 
Deci : 
Ř 40; 
Mo +0; 
R-Mo = 0, 


astfel încit sistemul se reduce la un vector rezultant unic R pe axa centrală, 
momentul minim Mp = 0. 
Pentru determinarea ecuației axei centrale (fig. 3.30, b) se folosește : 


2Fa—y:F . Fa+s:F 0 


o inalte paie 
«de unde: : : 
y =24; 
t = — A. 
APLICAȚIA 2 


O bară de lungime AC = 4a, greutate G şi înclinare «, reazemă fără fre- 
care în A şi B, fiind prinsă în D şi cu un fir de înclinare B (fig. 3.31). 
Să se determine forțele de legătură pentru echilibru. 


Rezolvare 


IEliberind corpul de legături, ecuaţiile de echilibru sînt: 
ZX, 0: T cos 8 — Nasina = 0 
ZY, =0; Na =G 4- Np cosa —T sing =0 
ZM, =10; Nada —G2a cosa — T-asin(a + B) =0. 
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Fig. 3.31 


Rezultă : 


N G sin 2a« i 
3 cos B — sin (4 + 6) 


2G cos « cos fi 


a 3 cos B — sin a sin (x + ß) E 
1 + sin 2a:sin B — 2 cos? «cos B 


Na =G 
3 cos B — sin « sin (x + 6) 


APLICAȚIA 3 


Să se determine forțele de legătură din articulația A şi reazemul B, 
pentru echilibrul barei cotite (fig. 3.32). 


Rezolvare 


Se pun în evidență forțele de legătură Ng în reazem, Hu şi Vu în ar- 
ticulație : 


i ZX 30; Ha 2PlE — Na =0 
SY, =0; Va =p itap —P =0 


EM., =0; Na2a —?2P 2a — P4a —2P:a zy 
Rezultă : 
9 
Ns = 
Ha =2 (9 —V/3) 
Va = 4P. 
Sensul lui H4 și V4 a rezultat cel presupus. 


APLICAȚIA 4 


Se dă discul de greutate P și rază R, rezemînd pe un plan de înclinare æ, 
cu frecări de coeficienţi, u de alunecare și s de rostogolire (fig. 3.33). 
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Să se determine mărimea lorţei Q de direc- 
ție paralelă cu orizontala locului, pentru echi- 
libru. 


Rezolvare 


Se figurează forţa de legătură F, și cuplul 
de rostogolire M,, invers tendinței de mișcare 
presupuse spre dreapta. 

Condițiile de echilibru se scriu: 


(EX; =0); Qcosa — P sing — F; =0; 
(ŁY, =0); N — P cosa — Q sina =0; 
(2M;, =0); Q(R + Reosa) — P-R sin a —M,=0; 


Fig. 3.33 


M SSN. 
Rezultă : 


sin & COS & 
Q < p oona 
cosg — u sin a 
condiție să nu alunece în sus; 


3 i s 
sin & + —— cos a 
R 


Le) 
A 
Y 


S 
cos a — —sin + 1 
R 


condiție să nu se rostogolească în sus. ; 
Schimbînd tendința de mişcare, se va schimba semnul din fața termenilor 


- ss E : 20 a : X 
ce conțin peu şi aa en sensul inecuaţiei, putînd spune, în final, că, 
pentru echilibru Q va trebui-să fie cuprins între : 


p sin y — cos sin a + p cos 


<09<P : 
cos a + p sin a « cos a — u sin a 


pentru a nu luneca; 


r s > S 
sin ~ — FIE sing + AN 
<OsP 
cos a +> sing -+1 cos a —— sine + i1 
R R 


Je 


pentru a nu se rostogoli. 


APLICAŢIA 5 


Se consideră troliul de greutate neglijabilă, cu razele r, R. raza fusului 
articulației a şi coeficient de frecare în ax w. De firul din dreapta este 
prins un scripete de greutate neglijabilă, pe care este întăşurat un fir ce 
reazemă cu frecare p, avind atirnată o greutate G (tig. 3.34), 
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Să se determine mărimile forțelor F și P pentru 
echilibru. 
Rezolvare 


Izolind scripetele şi presupunind tendința de miş- 
care dată de F, relaţia lui Euler, aplicată la firul cu 
frecare pe scripete, conduce la: 


Re Gott, 
Dacă tendinţa de mișcare este dată de G, atunci: 
GE Petr, 
Deci, pentru echilibru : 


ix QE L Ge Fig. 3.34 
e 


Pentru troliu, tendința de mişcare fiind presupusă la stînga, se introduce 
cuplul de frecare Mpo invers tendinței de mişcare şi se scriu ecuațiile de 
echilibru : 

EX 0) HRs; 
XY, =0; Vu—G-—T=0; 
XM =0; P-R — Ter — Mr = 0g 


Mp < w -a Vo. 
Rezultă : 


Schimbînd tendința de mişcare, se schimbă sensul din fața termenilor ce 


conțin coeficienți de frecare, precum şi semnul inegalității, obţinînd în final 
condiția de echilibru : 


G (E) 
( FORG P< (G+ 
T mE, 
(R +w -a) 


APLICAȚIA 6 


(9) placă pătrată de latură l și greu- 
tate G (fig, 3.35) este așezată vertical, 
rotindu-se în jurul axei verticale ce 
coincide cu latura AB.  Cunoscînd 
raza lagărelor a și coeficientul de 
frecare w din lagărele A și B și coe- 
ficientul de frecare u în reazemul A, 
să se determine valoarea momentului 
M al cuplului motor pentru ca placa 
să fie la limita rotirii. Fig. 3.35 
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Rezolvare 


„Se eliberează corpul de legături, punindu-se în evidenţă reacțiunile X4, 
Yao Za Xm Yo şi cuplurile de frecare Mya, Mym Mpa: Ecuațiile de echi- 
libru sînt: 

DĂ, =0; Xat X =0; 


DY =0; Yai + Ya =0; 
DZ: =0; Za =G =0; 
Me =0; Xyl -G> =0; A 
My =0; Xsil=0; 
> Mia = 0; Mpa + Mre + Mpa —M =0. 
La acestea se adaugă valorile la limită a momentelor de frecare : 

Mra =u a Xa t Yas 

Ms =w aV Xi TYG; 

Mpa =Š paZa 


Rezolvînd aceste ecuații, se obţin: 


AX, =0; 
Ip, 
Ye TERY 
Za =P; 
Xa =0; 
SSO 
} PAES mee 


4. 


CENTRUL MASELOR (CENTRUL DE GREUTATE) 


Punctul C prin care trece permanent linia de acţiune a rezultantei forțelor 
paralele cînd acestea se rotesc în același sens și cu acelaşi unghi în jurul 
punctelor lor de aplicaţie poartă numele de centrul forțelor paralele sau bari- $ 
centru. Poziția punctului C în raport cu corpul este independentă de ale- | 
gerea axelor de coordonate (fig. 4.1). RRS | 
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Se consideră un corp de masă M for- y Y 
mat dintr-un sistem de puncte mate- Ap ey, 
riale de masă m; a căror poziție este | oE 3 | 
determinată de vectorii de poziţie F, Aaa 
Vectorul de poziţie al centrului de + RE PR a „07 
masă (de greutate) este dat de re- -Siy a) 
laţia : s 4 
îi Emegi Em sau f Ă nA 

Eng 2m, 
fr-dm x 8 
y 


Pe = 


“aere stoi 44) ia 
v 
dacă sistemul de puncte formează un continuu material, 

După cum se vede în expresia vectorului de greutate, nu intervine direcția 
forțelor paralele. 

Coordonatele centrului de greutate capătă expresia : 


Em, -x Emy, Jimi "zu 
== = 3 Zo = 7 Fi 4,2 
RA, Em, : Zm, >; Emn, ( ) 
sau Ă 
Şz-dm fy -dm fz-dm 
Za = = =; E e 
și fam de fam 22 fdm 


4.1. COORDONATELE CENTRULUI DE GREUTATE 
ÎN CAZUL CORPURILOR OMOGENE 


În cazul corpurilor omogene, masa m a unei părți oarecare este propor- 
țională cu volumul său: m; = Viy. 
Rezultă relația : 


= y | (4.3) 


f Dacă se consideră un volum foarte mic AV care are masa Am şi se con- 


sideră un punct oarecare, atunci la limită se obține expresia densității 
într-un punct. 


L-a (4) 


În cazul unui corp omogen, densitatea este aceeaşi în orice punct al 
corpului, 
Poziţia centrului de greutate este dată de relaţia: 


Jrav — fryav 
v v 


Fe = = 
y dp 3 4.5, a 
ja fr ( ) 
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iar coordonatele centrului maselor sint date de relaţia : 


fæ dm fy’ dm r dm 
Vv V F 
to = s L == Zy las g (4.5, b) 
E E E RA ATi 
vV Vv V 


Se constată că în cazul corpurilor omogene poziţia centrului de masă 
Se pinde numai de forma geometrică a corpurilor. 

n aplicaţiile curente se întilnesc foarte multe cazuri în care corpurile 
omogene au forma unor plăci de grosime constantă 5 sau forma unor bare 
de secţiune constantă s. 

În aceste cazuri expresia [volumelor forțelor componente se poate scrie 
sub forma : 

V = AO SV Bin ase 
unde A, şi lp reprezintă suprafeţele respectiv lungimile unor părți componente. 
Vectorul de poziţie al centrului maselor şi coordonatele sale vor fi date 
în acest caz de relaţiile: 


f T-A fras 
Ta = i o = > 4.6, 
Te EN ȘI To Tas ( a) 
A T 
şi 
Ş z-dA 
e gen 
A 
Îy-aA 
yo =4— ; (4.6, b) 
( faa 
A 
D aaa 
zo = i 
ETA 
A 
respectiv : 
f z-ds 
L 
To = ; 
E $ ds 
L 
f y`ds 
Jo ==— ; 
4 f ds £ (4.6, c) 
] z*ds 
Zo = = ` 
g fds 
L 


4.2. MOMENTE STATICE 


În expresia coordonatelor £o, Yo, Zo ale centrului maselor unui sistem de 


puncte materiale apar expresiile de forma : 
Emet mei DMoz 
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care poartă numele de momente statice în raport cu planele de coordonate. 
Din expresia coordonatelor centrului de masă al unui sistem se deduce : 


Dyt, = Moto; 
Dm yı = Myo; (4.7) 
Sim, = Mezo. 


Se deduce că momentul static al unui sistem de puncte în raport cu un 
plan este nul dacă centrul de greutate al sistemului se află în acest plan. 


Observalie. În mod asemănător se poate defini momentul static în 
raport cu o axă sau în raport cu un punct. 


4.3. PROPRIETĂȚILE CENTRULUI MASELOR 


1. În cazul corpurilor omogene sau a unui sistem de puncte materiale 
omogene, poziţia centrului maselor depinde numai de forma geometrică a 
corpului sau a sistemului. 

2. Dacă un sistem de puncte materiale sau un corp are un plan, o axă 
sau un centru de simetrie, centrul maselor se află în acel plan, pe acea 
axă sau în acel centru de simetrie. 

3. Dacă un sistem de puncte materiale se poate împărţi în mai multe 
grupuri de puncte cărora li se cunosc masele M,, M,,..., Mp şi centrele 
de masă Ci, Ca. .., Cn, atunci centrul de masă al sistemului se poate obține 
„ considerind că masele grupurilor componente M, sînt concentrate în cen- 

trele lor de masă C,. | 

Vectorul de poziţie al centrului maselor pentru întreg sistemul este dat 
de expresia : 


= a Mee, | (4.8 
Pe SM, ( ) 


unde p; reprezintă poziţiile centrelor de masă ale grupurilor de puncte com- 
ponente, date la rindul lor de expresia : 


= omy. 


PAETE Sni 
4. Dacă un sistem de puncte materiale poate fi considerat că este obținut 
dintr-un sistem de puncte a cărui masă este M, ce are centrul de masă 
în punctul C, din care a fost eliminat un alt sistem de masă M, ce are 
centrul de masă în Cz, poziţia centrului de masă G pentru corpul rezultat 
j se obține din relația : 


~- _ Mep- Mas, 
Pe SRM ZM, (4.9) 
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Bi 5123] CIyayaz3) 


À ya) (A Blay 23] 
A Alina] q Pone) 
Fig. 42 Fig. 4.3 
4.4. EXEMPLE 


Bară rectilinie omogenă (fig. 4.2). Bara are un centru de simetrie C, 
care este şi centru de masă. Coordonatele sale vor fi: | 


Tı e 
Do st ș 
S 2 
Jo = Un, (4.10) 
2 
z E ZEAE 
5 2 


Placă omogenă dreptunghiulară (fig. 4.3). Centrul de simetrie se află în 
punctul C la intersecția diagonalelor. Coordonatele centrului de masă C 
sînt date deci de relațiile : 


zo E A anii 
2 2 

Jo h + Us Avo tya ; (4.11) 
2 2 

z ae a S ARAE 

Qi 
2 2 


Placă omogenă triunghiulară (fig. 4.4). Pentru a determina centrul de 
masă, se poate împărţi placa triunghiulară ABC în fişii paralele cu una din 
laturi, de exemplu AB. Pentru fiecare fişie centrul de masă se află în 
mijloc, ca la o bară omogenă dreaptă. Rezultă că centrul de masă pentru 
întreg triunghiul se află în planul ce cuprinde mediana CC’. Deoarece acest 
raţionament este valabil dacă se împarte în fișii paralele cu celelalte laturi, 
se deduce că centrul de masă al unei plăci triunghiulare se află la inter- 


secția medianelor. 
Coordonatele centrului de masă al plăcii triunghiulare sînt date de relațiile : 


Ton oi CAE AN e 
9 
ut 
Yo OEE (412) 
| 
Du eat ia, f 


3 
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Cao vaza) 


Fig. 44 Fig. 4.5 


Bară omogenă în formă de are (fig. 4.5). Bara cuprinde un unghi la 
centru 2a şi are raza R. Se alege un sistem de referință xOy cu originea în 
centrul cercului şi cu axa Oy drept axă de simetrie a barei în formă de are 
de cerc. Rezultă că centrul de masă C al barei se află pe axa de simetrie, 
adică pe axa Oy şi deci ze = 0, 

Pentru determinarea ordonatei centrului de masă se aplică relaţia : 


Î.R cos 0 R-49 pi 
A iDykde —a sin a (4.13) 


Placă omogenă plană în formă de sector circular (fig. 4.6). Se alege un 
sistem de referință z0y cu originea în centrul cercului de rază R și cu 
axa Oy drept axa de simetrie a sectorului circular cu unghiul la virf 2. 
Elementul de arie infinitezimal OM,M, se poate considera drept un triunghi 
isoscel a cărui suprafaţă este: 


dA =- M,M,):JOM| = A R° d0, 


unghiul la virf fiind 49. Centrul de masă al triunghiului considerat se va 
Bla pe mediana OM la două treimi, astfel că ordonata sa y este dată de 
relaţia : 


pda Recos 6. 
3 


Expresia ordonatei centrului de masă pentru sectorul circular este dată 
de relaţia : 


x 
| È Roos 0-0 
—au i 2R sin LA 
de NRG na (4.14) 
\ L Rao 
2 
— 0 


Corp omogen în formă de con circular drept (fig. 4.7), Se alege un sistem 
de referință Oxyz, astfel încît originea O să se afle în centrul cercului de 
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Fig. 4.6 Fig. 4.7 


bază al conului de înălțime H, iar axa Oz să coincidă cu axa de simetrie 
a conului. 

Se consideră ca element de volum trunchiul de con infinitezimal obținut 
prin secționarea conului cu planele paralele cu baza aflate la cotele z şi 
z + dz. Acesta se poate asimila drept un cilindru elementar de raza r şi 
înălțime dz. Volumul elementar respectiv este exprimat prin relația : 


dV = ze r2-dz. 
Din asemănarea triunghiurilor VOA și VDM se obţine: 


Li H — z 
Jad pala x 


sau : 


r == (H — 2). 


Coordonatele centrului de masă pentru con sînt date de relațiile : 


H 
1005; Yo == g 2 a e l S n A 


În anexa 1 sînt date relațiile pentru determinarea poziţiei centrelor de masă 
pentru cîteva figuri ce se întilnesc uzual. 


APLICAȚIA 1 


Să se determine centrul de greutate la placa omogenă (haşurată) din 
figura 4.8. 
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Rezolvare : 

Se consideră o împărțire a plăcii, con- 
venabilă, în suprafeţe la care”se cunoaște 
poziţia centrului de greutate. Coordonatele 
centrului de greutate C vor fi date de for- 
mulele : îi 


l 2 Aa, 
T= 
| Ta = 
c 7 ; 
2 A 
t=1 
6 
2 AY 
i 1= 
i l == . 
Yc 7 
A; 
gl 
Calculele se fac sub formă de tabel: 
Sa | Congue, | Y, 4, | aai AT, 


1 am (0) 0 16 a? 0 0 


= e a 


wY 
| 

w» |a 
© 
| 

A a 
à 

` 

œ |a 
a 
ò 
[=) 


4a -a2 
3 7 —a 2a — — =e0e n alai 220 d 
3T 2 2 J 
(0 e 
4 = 
4 a] Ta =a — Q2 AES EER 
3 3 3 
a e A ţ 
li 
5 


ge (Cl i aka = pa 20| aa E | ae 
=- 3 3 


56—7r 
$ 4 


 ————————— 


3 
a| (4—11 m- (n — 3 -£ 


| to Dre. 

| 56 —7r 2 
PE a LR 
i 56 = 7m 2 


Je 


5. SISTEME DE CORPURI 


Pentru studiul echilibrului unui sistem de corpuri se folosesc în mod cu- 
rent două metode : 

— metoda izolării corpurilor ; 

— metoda solidificării părților. 


5.1. METODA IZOLĂRII CORPURILOR 


Dacă se pune condiția ca un sistem de corpuri să fie în echilibru, atunci 
se poate deduce că fiecare corp în parte se află și el în echilibru. 

Se consideră un sistem de corpuri oarecare ca în figura 5.1. Asupra cor- 
purilor din sistem acționează forțele exterioare indicate în figură. 

Pentru studiul condițiilor de echilibru se izolează fiecare corp în parte, 
se desface de legături și se introduc forțele de legătură, adică forțele de 
interacțiune dintre corpul studiat și corpurile învecinate. Se obține astfel, 


pentru fiecare corp în parte, un 
corp solid rigid liber asupra căruia 
acționează un sistem de forțe for- 
mat din forțele active exteri- 
oare ce lucrează asupra corpului 
şi forțele de legătură care sînt 
forțele interioare ale sistemului 
ce lucrează asupra corpului res- 
pectiv. Condiția de echilibru se 
exprimă prin condiția ca torsorul 
de reducere a sistemului de forțe 
astfel obținut ce lucrează asupra 
corpului în raport cu un punct 
oarecare să fie nul. 

Dacă se ia de exemplu corpul 
III din sistemul dat şi se izo- 
lează (fig. 5.2) atunci, efectuînd 


Firea 


Fig. 5.2 
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reducerea în raport cu un punct oarecare O, se poate scrie pentru echilibru 
să torsorul este nul: 


p în pt 

a fi , . 
2 Fin IE Nir mut Niy- 1 ae 0; 
ii 


Di X Fima Ho X Nucmrt P2 X Nrv-mm=0. 


Aceste două ecuații vectoriale sînt echivalente cu șase ecuații scalare 
care sînt proiecţiile lor pe cele trei axe ale sistemului de referință. 

În cazul unui sistem de forţe oarecare în spațiu se obțin pentru un corp 
şase ecuații ce constituie şase condiții de echilibru. Dacă sistemul de forțe 
este plan, numărul de ecuații ce constituie condițiile de echilibru pentru un 
corp se reduce la trei. j 

Pentru un sistem format din n corpuri se vor obține 6 n, respectiv 3 n 
ecuații, condiții de echilibru. 

Este necesar a se avea în vedere respectarea principiului acțiunii şi reac- 
țiunii. Atunci cînd se trece de la un corp la corpul învecinat trebuie avut 
în vedere că forța interioară este egală, pe aceeași direcţie și același suport, 
dar de sens contrar. 

Deoarece ele acţionează pe corpuri diferite ele nu-și fac echilibru, adică 
nu se anulează. De exemplu, forţa Nrv_m ce acţionează asupra corpului III 
este egală și de sens contrar şi pe același suport cu forța ÎN e 


5.2. METODA SOLIDIFICĂRII PĂRȚILOR 


Dacă se consideră sistemul de corpuri din figura 5.1 care se află în echi- 
libru, atunci se poate izola un grup de corpuri alăturate care se află la 
rîndul său în echilibru și acest grup poate fi considerat drept un corp 
obținut prin solidificarea lui. Se consideră, de exemplu, grupul format din 
corpurile II, III şi IV care se consideră că formează prin solidificare un 
singur corp (fig. 5.3). Se disting trei categorii de forțe ce acţionează asupra 
corpului astfel obţinut : 

— forţe active exterioare: Hii m Enp: Fry: 

— forțe de legătură exterioare grupului: Nir şi Nv ww: 

— forțe de legătură interioare : N N N 


NI 
nu Nimr Nuriy ŞI Nvu- 


Fra 


rig., 5,8 
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Forţele de legătură interioare sînt două cîte două egale și de sens opus 
și lucrează asupra aceluiaşi corp obţinut prin solidificarea grupului de trei 
corpuri, astfel că efectul lor se anulează reciproc. Se deduce că în expresia 
condiţiilor de echilibru vor apărea numai forţele active exterioare și forțele 
de legătură exterioare grupului. Torsorul de reducere a sistemului de forțe 
astfel format în raport cu un punct oarecare trebuie să fie nul. Se poate 
scrie : 


SFu-n + ZEm-p + LEi- + Îi-n+t Nv-rv=0; 
Dim X Fam + Si, X Frucp + Si, X Fiy- + Pi XINin+ pe X Nv-w=0- 


Acest sistem de două ecuaţii vectoriale poate fi scris sub forma a șase 
ecuaţii scalare, în cazul unui sistem de forțe oarecare în spațiu, sau de 
trei ecuaţii scalare, în cazul unui sistem de forțe plane. 

În caz că numărul de ecuaţii nu este satisfăcător, se poate proceda tot 
prin metoda solidificării la stabilirea condiţiilor de echilibru pentru un alt 
grup de corpuri din sistem sau chiar la solidificarea întregului sistem de 
corpuri. 


5.3. GRINZI CU ZĂBRELE 


5.3.1, CONSIDERAȚII GENERALE 


Un sistem de bare drepte articulate la capete, care formează un ansamblu 
rigid, poartă numele de grindă cu zăbrele. Punctul unde se articulează mat 
multe bare poartă denumirea curentă de nod. 


Dacă ansamblul barelor articulate nu formează un corp solid rigid, atunci 
sistemul devine un mecanism. 


În cazul grinzilor cu zăbrele se disting grinzi cu zăbrele plane şi grinzi 
cu zăbrele spaţiale. | 


Se numeşte grindă cu zăbrele plană sistemul de bare articulate care for- 
mează un corp solid rigid ale cărui articulaţii (noduri) sînt situate într-un 
singur plan, iar forțele exterioare ce acţionează asupra grinzii acţionează 
în același plan. 


Se numește grindă cu zăbrele spaţială sistemul de bare articulate care 
formează un corp solid rigid ale cărui articulaţii sînt situate în spaţiu, iar 
forţele exterioare ce-l acţionează constituie un sistem de forţe oarecare în 
spaţiu. 

Se vor analiza numai grinzile cu zăbrele plane, exemplul fiind indicat 
în figura 5.9. Problema care urmează a fi soluționată constă în determinarea 
eforturilor din barele ce constituie grinda cu zăbrele solicitată de un sistem 


de forțe exterioare. 

Se fac următoarele ipoteze simplificatoare : 

— barele sînt considerate drepte şi au secțiuni transversale de dimensiuni 
constante pe toată lungimea lor și neglijabile în raport cu lungimea lor; 

— forțele exterioare acționează numai în noduri ; 

— greutatea barelor este neglijabilă, iar dacă nu se poate considera ne- 
glijabilă, atunci se repartizează în nodurile de la capetele barei ; 

— legăturile în noduri se consideră articulaţii fără frecare, 


5.3.2. DETERMINAREA EFORTURILOR A 
ÎN BARE 


Dacă se izolează o bară oarecare 
(lg. 5.4), se constată că asupra barci 
acționează două forțe R, şi în, la capete, 
în cele două articulaţii. Forţele Ri și Re 8 
sint rezultantele forțelor date și de legă- 
tura ce acţionează în cele două (noduri) 
articulaţii. Deoarece se consideră că grinda Fig, 5.4 


din care face parte bara articulată este în | i e 

echilibru, rezultă că și bara articulată considerată este tot în echilibru. 
Deoarece bara nu este în echilibru decît dacă cele două forţe A, și R, „sînt 
egale, de sens contrar pe acelaşi suport, rezultă că bara AB este solicitată 
fie la întindere fie la compresiune. În cazul barei întinse bara trage de nod, 
iar în cazul barei comprimate bara împinge în nod. Se face convenția ca 
forțele de întindere să fie considerate pozitive, iar cele de compresiune 


negative. 
Pentru determinarea eforturilor din barele grinzii cu zăbrele se folosesc 
diverse metode. 4 


5.3.2.1. Metoda izolării nodurilor 


Metoda se bazează pe simplul raţionament că dacă întregul sistem de bare 
articulate și fiecare bară izolată rămîne în repaus, atunci și fiecare nod 
izolat rămîne în repaus, sub acţiunea forțelor exterioare și a eforturilor din 
barele articulate aplicate în nod. 

Se determină forţele de legătură exterioare scriind condiţiile de echilibru 
pentru întreaga grindă cu zăbrele aflată în repaus și considerată ca un 
corp solid rigid; 

Se notează toate cele n noduri ale grinzii cu zăbrele, de exemplu cu li- 
terele A, B, C, D ete. într-o ordine anumită şi se numerotează şi barele. 
ţinîndu-se seama de ordinea în care au fost notate nodurile (fig. 5.5, a). 


Fig, 5.5 
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Se izolează succesiv fiecare nod în parte, înlocuindu-se barele prin eforturi 
cu indicele barei respective. Deoarece în cazul unui sistem de forţe con- 
curente plane condiţiile de echilibru sînt formate de egalarea sumei proiec- 
viilor pe cele două axe de coordonate, deci două ecuaţii, rezultă că nu 
putem rezolva un astfel de sistem decît dacă avem cel mult două necu- 
noseute, adică în nodul respectiv sînt două tensiuni necunoscute. 


După rezolvarea sistemului de ecuaţii ce se formează pe un nod se trece 
la nodul următor. Se are în vedere că dacă din rezolvarea sistemului efortul 
într-o bară rezultă pozitiv, atunci efortul este de întindere și sensul ales 
arbitrar la început este bun, iar dacă rezultă negativ atunci el este de 
compresiune, iar sensul ales la început trebuie inversat astfel ca să îm- 
pingă în nodurile de la capetele barei articulate. 

Se procedează succesiv la fel pentru toate nodurile pînă la ultimul unde 
trebuie să se verifice condiţiile de echilibru. 


5.3.3.2. Metoda secțiunilor 


În cazul metodei secțiunilor se procedează la tăierea grinzii cu zăbrele 
în două, astfel că se obțin două corpuri. Pentru a păstra echilibrul celor 
două corpuri se înlocuiesc barele tăiate prin eforturile din aceste bare pe 
care, deoarece nu le cunoaștem, le considerăm pozitive, adică forţe de în- 
tindere a barelor (trag de noduri). 


Din condiţiile de echilibru pentru un corp acționat de un sistem de forțe 
plane rezultă că secțiunea în grindă trebuie să taie cel mult trei bare din 
care cel mult două să fie concurente într-un punct. 


După ce se introduc eforturile necunoscute în bare și se aplică şi forțele 
exterioare active și de legătură cunoscute, se scriu condiţiile de echilibru 
considerind că fiecare din părţi este în echilibru. După cum este cazul, 
pentru a obţine ecuaţii mai simple se pot scrie două ecuaţii de proiecții 
şi una de momente în raport cu un punct, sau două de momente şi una 
de proiecţii sau chiar trei ecuaţii de momente în raport cu trei noduri 
necoliniare. 


Ca aplicaţie se ia în considerare grinda cu zăbrele din figura 5.5, b. 


Se taie cu o secțiune imaginară sistemul în două, astfel ca să se sec- 
ționeze barele. CA, CB şi BE, în care se face verificarea. Secțiunea nu 
trebuie să taie mai mult de trei bare şi barele tăiate nu trebuie să aparțină 
aceluiași nod. Se introduc în barele secționate eforturile S2 Ss şi Su şi se 
scrie echilibrul corpului : 


Mce 2 —2P-a — Spa =]; 


SMe 2 — 2P-a + Sat =0; 


y= =2P + Se +S = i 
de unde: 
S = — 2P; 
S, = IPVA 
Ss =0, 


68 


Fig. 5.6 
APLICAȚIA 1 


Se consideră sistemul din figură. cu greutăli și frecări neglijabile, acţionat 
de forța exterioară 2P (fig. 5.6, a). 

Să se determine toate fortele de legătură pentru echilibru. 

Rezolvare 


Se aplică metoda solidificării pentru obținerea celor trei reacțiuni exte- 
rioare sistemului Ny. Vu, Hu: 


SA, = 0; 2P cos.30 E PP, 0 


EMi, =0; Nu4lcos*60 — 2P sin Ater E. B =0; 
DY e0 Na Si Va 02 
Rezultă : 

H, = P/3; 

11 
=—P; 

Np 8 

3 
VA > pila 


Se izolează corpurile pentru punerea în evidenţă a reacţiunilor interioare, 
lucrîndu-se doar cu două corpuri, de exemplu barele DE şi BC (fig. 5.6, b) : 


| ZX O Hg 2p HE — Hp=0: 


Corpul DE4 XM, =0; Val —2P 2. 
Are Va t Va — 2P. Ey 


[2 =0; Ho —H,=0; 
| Corpul BCI ZY: =0; Na — Va — Ve 0; 
1 
EM =0; Nal — Valg; n, 


y3 


pg a 
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Rezultă : 


Hoah, E P; 
H= P: 
Ve sl 
Vp =: 

Ve =P. 


APLICAȚIA 2 


Se consideră sistemul format din bara de. greutate G, lungime l, încli- 
nare æ şi discul de greutate, G și rază R (fig. 5.7, a). 


Să se determine forțele de legătură și coeficienții de frecare u de alu- 
necare și s de rostogolire de la baza discului, pentru echilibru. 
Rezolvare l 


Se foloseşte metoda izolării corpurilor, ecuațiile de echilibru fiind (fig. 5.7, b). 
Pentru bară : 


R 


sin a 


SM, =0; Ni SG costa. = 0 


ZX, =0; Nasina —H=0; 
Sa =s V—G + Na cos =. 


Rezultă : 
i IG li 
Na = — — sin a-cosa ; 
DR 
GON 
H =— — sin? -cosa ; 
2R 
ASI vest Esin ati 
o V = Gl —— sin? arcos? a |: 
A A 2R-S dări 
SII 
AS 
Bey 
dă 
G 
a 


Fig, 5.7 
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Pentru disc: 
EY: 0s Na — G Gs 


DX: : 0; H — F = 0; 


< =0: HR — M, =0, 


ZM 


o 
> 
p 
= 
so 
-. 


te ti 
— Sin? g-cosa; 
R 


M, = — sin? «cos « ; 


linc tan E E 
u > pai Q&-*COSsa ; 


s > L sin? a-cos &. 
2 

APLICAȚIA 3 

Se dă sistemul din figură, 
cu elementele geometrice cu- 
noscute (fig. 5.5). Să se de- 
termine toate forțele din legă- 
turile sistemului de corpuri, 
precum şi coeficienții de fre- 


care yu. și s de la baza dis- 
cului, pentru echilibru. 


Rezolvare 


Se folosește metoda izolării 
corpurilor. 
Bara O,A (fig. 5.8, 9): 
ZM io =0; T 2a — 
— P-a.cos 60° = 0; T, =—; 
XX, =0; H —T sin 6%=0; 
H, a PV3 , 


ZY, =0; V, =P A 
+ T, cos 60 =0; 


7 
Vi = =P. 


Troliul (tig. 5.8, c): 


SMi =O hr = Ter =0; 


XX, =0; T, sin60° — To Con 002 = HI = 0): 


2 Yi=0; V P — T, sin 60-— Ticos 602= 0; 


Discul (fig. 5.8, d): 


2Y =0; Np Ros 60 =0; 


XX, =0; If ast = IP sn (50 = 0) 


>M;, = 0; P-R'sin 602 — Mp e TR =0; 
: îi aa 4⁄3 — 1 . 
Ba Su pa A: 
M,ss:N; s> A IR 


Bara CD (fig. 5.8, e): 
XX, — 0; Ho Psn oo = =0; 


2Y, —0; Ve, Peoş60- -NS — O0; 


Observaţie 


Determinarea elementelor. de legătură în încastr 


și prin solidificarea discului cu bara. În 
tele de legătură interioare (fig. 5.8, DE: 


XX, =0; Ho +T, — P sin 60° = 0; 
ZY, =0; Ve — 2P cos 60° = 0 ; 


ZM =0; Pl cos 60° + T, 2R + 


He 


SE 341) 
0/3 ) 


z (18 N3): 


d [> 
Aure 


A Bi) 


în) 
ij = (2/3 = 1). 
Ho = (8/3 —:1); 
Ve Să 


ZEM = 0; Mo — P-l cos 60° -=N= +M, =0; Me= 2 (5l RE 


— 2/3 R). 


area C se putea face 


acest mod se eliminau for- 


=r (GV5 =; 


è 


+ phi cos 60° — R sin 60°) — Me=0; Me =l + R —2/5R). 
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6. 


STATICA FIRELOR 


6.1. CONSIDERAȚII! GENERALE 


Prin fir se înțelege, de regulă, un corp la care una dintre dimensiuni, 
lungimea, este în mod cu totul evident foarte mare în raport cu celelalte 
două dimensiuni, care este foarte flexibil și torsionabil și totodată inexten- 
sibil. În mecanica teoretică firul se consideră perfect flexibil şi torsionabil, 
prin aceasta întelegindu-se că are proprietatea de a nu opune nici o rezistență 
cînd i se modifică forma. Totodată, firul este considerat perfect inextensibil, 
adică are proprietatea de a nu se lungi sub acţiunea forțelor care-l supun 
la întindere. 

Conceptul de fir definit ca mai sus poate fi reprezentat printr-un sistem 
deformabil de bare articulate între ele la capetele lor și dacă se consideră 
că numărul acestor bare tinde la limită către infinit, lungimea fiecărei bare 
tinzind către zero, astfel încît lungimea totală a sistemului de bare ce 
constituie firul rămîne o constantă și oriunde s-ar face o secțiune în fir, 
ea ar corespunde unei articulaţii. 

În aplicaţiile tehnice se pot considera drept fire foarte multe elemente, 
ca, de exemplu: cablurile electrice pentru transmiterea energiei electrice, 
cablurile telefonice sau de telegraf, cablurile mașinilor de ridicat, cablurile 


funicularelor, cablurile podurilor suspendate, lanţurile de transmisie, curelele 
de transmisie etc. 


În baza proprietăţilor arătate mai sus se pot face următoarele observaţii i 
a) Dacă un fir are aplicate la extremitățile sale două forțe egale şi opuse 


care întind firul, forma sa de echilibru este o linie dreaptă, tensiunea în 
fir în oricare secțiune fiind aceeași (fig. 6.1, a). 


b) Forma de echilibru a unui fir acţionat de forţe concentrate este o linie 
poligonală (fig. 6.1, b). 

c) Un fir acționat de sarcini continui are la echilibru forma unei curbe 
(fig. 6.1, c). 


6.2. ECUAȚIA GENERALĂ A FIRELOR 


Se ia în considerare un fir suspendat în două puncte A și B, avind o 
încărcare oarecare repartizată pe toată lungimea firului (fig. 6.2). 

Dacă se secționează firul în punctul M, se poate considera că s-a înde- 
părtat o articulaţie și că în acest punct apare o forţă de legătură T pentru 
porțiunea din stinga și o forță egală şi opusă (— —T) pentru porţiunea din 
dreapta (fig. 6.2). 

Expresia tensiunii din fir depinde de poziţia punctului M determinată de 
coordonata curbilinie s : 

T'=T(s) n (6.1) 

Problemele ce se pun la studiul echilibrului firului sint: 

— determinarea formei firului la echilibru ; 

— determinarea tensiunii într-un punct oarecare al firului. 


Pentru a efectua acest studiu se consideră (fig. 6.3) un element din fir 
M.M., de lungime infinit mică As, asupra căruia acționează : 


— o sarcină exterioară p sub forma unei sarcini repartizate pe unitatea 
de lungime; rezultanta acesteia fiind AQ = p-As'; 

— fortele de legătură din iaie M, şi M, de mărimi (—T) 5 res- 
pectiv, TAL AF. 

Ecuațiile de echilibru pentru elementul de fir sînt date de expresia tor- 
sorului de reducere în raport'eu un punet oarecare, de exemplu punctul M, : 


OP 0 a ATS As Pad Do: o (62) 
(EM = 0): MM, x [TOP MM x AG =0. 
Împărțind prima ecuaţie cu As și trecînd la limită se poate scrie: 


lim EA) TO isa D cp 
As=0 As As>0 As 


PE i i a (6.3) 
Jim [To x za + lim [mm x e ES: 
As As=0 


As=0 | 


Fig; 0.2 
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Se observă că: 


TEA dr 
lim —- = —— 
As=0 As ds 


este tocmai versorul tangenlei la curba 
firului, şi: 

lim MM S 

As=0 
Cele două ecuaţii de; echilibru capătă 
expresiile : 


ST Ep 0; D030. (64) Fig. 6.3 
S 


A doua ecuație se mai poale ‘scrie : 
T(s) = Tia. 


Se poate trage concluzia importantă că tensiunea în orice punct al firului 
este tangentă la curba de echilibru a firului în acest punct. 


6.2.1. ECUAȚIILE DIFERENȚIALE ALE FIRELOR 
IN SISTEMUL DE COORDONATE CARTEZIAN 


Ecuațiile vectoriale stabilite mai sus pot fi exprimate scalar în raport 
cu un sistem de referinţă cartezian Oxyz (fig. 6.4). 

Se notează cu 2, y, z coordonatele unui punct oarecare M al firului şi 
cu a, P, y unghiurile pe care le face tangenta la curba de echilibru cu 
axele sistemului de referinţă. 

Sarcina repartizată pe unitatea de lungime Ď are componentele după cele 
trei axe Pr, py şi pa} Cu aceste notații expresia. tensiunii într-un punct al 
firului se poate scrie: 


T= Tia = Teosa-i + T cos p] + Tcosy:k; (645,a) 


sarcina p are expresia : 


P = Pz:i $ PI = pă. i (6.5, b) 
Din ecuația vectorială de echilibru (6.4) proiectată pe cele trei axe, ob- 


Pi a dz d dz. : a 
servind că — — COS-a ; aa = COS B R (= = cos y se obține : 
ds ds ds j 


Slr 2) + Py =0; (6.6, a, b,c) 


a |= 


(r 2) ip, o. 
Fig. 6,4 ds 
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La acest sistem se adaugă şi condiția geometrică: 


(e (ee pn 
ds ds ds 


Se obţine astfel un sistem de patru ecuaţii din care se pol deduce ecuaţiile 
parametrice ale curbei de echilibru a firului și expresia tensiunii în fir T'(s) 


a = xls); y = y(8); z =2(s); T =T (8). (6.7) 


6.2.2. ECUAȚIILE DIFERENȚIALE ALE FIRELOR 
ÎN COORDONATE INTRINSECI 


În unele aplicații practice este nevoie să se proiecteze ecuafia de echilibru 
pe un sistem de referinţă legat de punctul în care se face secțiunea firului. 
Un astfel de sistem de referință îl formează triedrul lui Frenet, compus 
din trei axe după : tangenta la fir, normala și binormala în punctul respectiv. 


—— 

Poziţia punctului pe fir este definită de lungimea arcului AM =s, măsurat 
de la originea arcelor A (fig. 6.5). 

Se notează cu 7, y, B versorii acestor trei axe. Tensiunea în fir este 
exprimată prin vectorul: 

IIE 
Derivînd expresia tensiunii din fir în raport cu variabila s se obține : 
SUD GU AGURE 


dr TR 
pe a sasi ta) zu): (6.8, a) 


unde e este raza de curbură a curbei de echilibru: a firului în punctul M. 
Sarcina cu care este încărcat firul se poate exprima, fală de acest sistem, 

sub forma : E Ph j i q 

B = pas F py + pe-B. i (6.8, b) 


Ecuația vectorială de echilibru (6.2) proiectată pe cele trei axe ale trie- 
drului Frenet conduce la sistemul de ecuaţii : 


GR G sa, 

— + pe =0; + py=0:. =, 

P DP 3 P 0 Pe =0 (6.9) 
j "Observatii 


a) Forma de echilibru a 
firului trebuie să fie astfel încît 
sarcina unitară ð să fie în pla- 
nul  osculator al curbei din 
punctul în care se ia în con- 
siderare, 

b) Dacă p =0 şi firul 
este aclional la capete: 

De =0; pu=0:; p =0, 
se obline : 
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Rezultă : 


dı 


T = const; p = œ, 
Din acest rezultat se reține că în acest caz forma 
de echilibru a firului este o dreaptă. 
c) Dacă firul este acționat numai de sarcini nor- 
male, adică: F 7 
P:-=0; p#0 şi pe = 0, Fig, 6.6 


rezultă : 


şi se deduce : 
T = — py*p = constant. 


În acest caz se reține că tensiunea în fireste o constantă. Această 
situație se întilnește curent în aplicațiile practice cînd firul este de 
greutate neglijabilă şi este întins pe o suprafață curbă perfect netedă. 
În acest caz tensiunea aplicată la un capăt al firului este transmisă 
cu aceeași valoare, la celălalt capăt (fig. 6.6). 


6.2.3. CAZUL FIRULUI OMOGEN GREU. LĂNȚIȘORUL 


În aplicaţiile practice curente se pune problema determinării formei curbei 
de echilibru a unui fir omogen acţionat numai de greutatea proprie și sus- 
tinut în două puncte A ṣi B. Greutatea proprie p pe unitatea de lungime 
a firului se consideră constantă în lungul firului omogen. Lungimea L a 
firului este cunoscută. 

„Se consideră un sistem de referinţă trirectangular Oxyz în care axa Oy 
«ste verticală (fig. 6.7). 
Coordonatele punctelor A şi B sînt cunoscute.. 


Ecuațiile vectoriale de echi- 
libru (6.2), raportate în acest caz 
la sistemul de referință ales, con- 
T duc la'sistemul : 


y A ET : „d CENTES 
Alya 0.) SocA o: 
|. : d dy 
lo,-p,0) —|7—|—p=0:; (6. 
Po mol S a) p =0; (6.10) 
(7-0. 
x i i ds ds 


Din prima și ultima ecuație, 
prin integrare, se obține sistemul : 


TE aH; TEn 
Fig, 6.7 ds CR Cı. (6.11) 


AT 


Din raportarea lor rezultă ecuaţia diferenţială : 


dz _ C. (6.12) 
dz H 
şi deci : 
z= + Ca. (6.13) 
H 


Această curbă se află în planul vertical. 
Valorile constantelor C, şi C, se obțin din condiția ca valorile coordo- 
natelor punctelor A și B de fixare a firului să verifice ecuația de mai sus. 


Se poate scrie: 


za + Ca =0 aa + Ca = (6.14) 
Rezultă : 
Gr C 0 
şi deci ecuația devine : ; 
za 0) (6.15) 


şi rezultă că firul se află în poziţie de echilibru în planul vertical Oxy care 
trece prin aceste puncte de suspensie. 

Din prima ecuaţie a sistemului (6.10) se deduce că proiecția tensiunii T 
pe orizontală este constantă în orice punct al firului, mărimea ei fiind dată 
de expresia : 


Te = TE =T cosa = H. (6.16) 


Pe baza acestei observații se poate trage concluzia că în punctul C tan- 
genta la curba de echilibru a firului este orizontală, tensiunea în fir este 
minimă și egală cu proiecția tensiunii dintr-un punct oarecare pe orizontala 
determinată mai sus, adică T, = H. 

Folosind primele două ecuaţii din sistemul (6.10) se poate obţine ecuaţia 
curbei de echilibru a firului : 


dr 5 d d 
puda pi Se A= ; 5.17 
ds A ais (6:17) 
Eliminînd pe T din cele două ecuaţii se obţine : 
| a ds dy 
ear e ROUA IS 
ds [ dz a] P» (Gila e) 


ceea ce se mai poate scrie : 


pi a (6.18, b) 
Elementul de arc ds se poate exprima prin relaţia : 


ds = VI F y™.-dx. 


v8 


Ecuația (6.18, b) devine: 


SE e Sel A Ă 
VI+ y” H (6.19) 
În vederea integrării se poate face schimbarea de variabilă : 
y' =sh u şi observînd că y” = chuu’, (6.20) 
se obține : 
CNAA SD sat u e ii (6.21) 
V1 + sh?u H H 
Integrînd această ecuaţie diferențială se obţine : 
E Ca: 6.22 
u E TG ( ) 
TŢinînd seama de relația (6.20) se poate scrie: 
y = sh = z+ c,) ; | (6.23) 


şi prin integrare se obţine curba de echilibru a firului omogen greu: 
eda E z + cı) Le (6.24) 
P’ H 
Dacă se notează = a se poate scrie : 
p 
y= a-eh( e ui cı) D (6.25) 
a 


Această ecuație este cunoscută sub numele. de ecuația lănfişorului. Con- 
stantele C, și C, se determină dacă se cunosc anumite condiţii particulare. 
Pentru exemplificare se poate considera un fir (fig. 6.8) caracterizat prin 
condițiile particulare i 
oN 8. [1] 018 eN A 


{punctul C se află pe axa 0y). 
Se obţine: 


astfel că relaţia (6.25) devine: o fotug 


y = arch S. (6.26) 
a i 
Pentru a determina tensiunea se observă 
că: 
T mila 
dx 
şi deoarece 


L SENETA, eaa ohe 
ds = /1 + y°-dr şi y asch- 


179 


se obţine: 


T =HJ1 F y= a e shit Heoh 2 = asch-— = p-y. (6.27) 
a a a 


a 


PN 
Lungimea arcului de lănțişor CM măsurat din vîrful C pînă la un 
punct oarecare M de pe fiecare abscisă x este dată de relația : 


v x x  ——————— xt 
s=fas = v1 + y'2-da = (Ji + sh? + da = (eh = dz = a“sh = 
a a 
0 d ð ð 


6.2.4. ECUAȚIILE APROXIMATIVE ALE FIRELOR 


În aplicațiile practice curente se întilnește, de foarte multe ori, cazul fi- 
relor suspendate în două puncte A şi B destul de depărtate între ele, 
firul fiind puternic întins şi cu săgeți f la vîrf foarte mici. Acest caz co- 
respunde firelor telefonice sau rețelelor de distribuție a electricității. 


Se poate observa că, în acest caz, tensiunea în fir fiind mare şi tensiunea 
minimă H este foarte mare în comparație cu sarcina unitară p şi ca atare 


H T a : 
parametrul a = — este foarte mare, dar raportul — devine foarte mic. 
E $ 


P 
Dezvoltînd în serie ecuaţia curbei lănțişorului se obține : 
ES 


xå TA 
T a? a aa 
y =ach E -aa rr |=a 
y a 2! 4! J 2a * 
ix? 
JS 2a 


În concluzie, în câzul 'firelor foarte întinse, acţionate de greutatea pro- 
prie, forma curbei: de echilibru poate fi asimilată cu cea a unei parabole 
(fig. 6.9). Pentru a exprima ecuaţia curbei în funcție. de lungimea firului / 


şi de săgeata admisă f se pune condiţia ca pentru x =L să avem y=f şi 
2 
2 t x 
rezultă [= de unde: 
a 


qet S DP 0 
8f EE ah 


Expresia tensiunii într-un punct oarecare al firului este dată de relația : 


TE xt 
T=p-y = pea-ch = = p-a] Cine W E L 
py P LR Pp P E Fen p*a= 


sf 


I 


În cazul firelor întinse puternic acționate de. greutatea proprie, tensiunea 
în fir este aproximativ constantă de-a lungul firului. 


Lungimea totală a firului este dată de relația : 


e 


Fig. 6.9 Fig. 6.10 
APLICAȚIA 1 


Un fir omogen cu greutatea unităţii de lungime p, este suspendat cu cele 
două capete la acelaşi nivel, unghiul făcut de direcţia tensiunii în punctul 
de suspendare cu orizontala fiind a, iar săgeata fiind f. 

Să se determine ecuaţia firului, tensiunea maximă. și minimă, lungimea 
firului și distanţa AB între punctele de suspendare (fig. 6.10). 


Rezolvare 


Ecuația firului este dată de y = a-ch= e 
a 


În punctul B: 
a+f=ach 2. 


a 
dy 
tga =| —> 
g (2) g= 
deci : 
tga = sh, 
a 
atunci : 
ch E =] + sh? 22 =f F tga’ 
a a 
rezultă : 
f 
OES 
VItgza — 1 
deci ecuația firului este : 
U = . ch Er . 
VIFigza —1 
VIte:a — 1 
Tensiunea se determină cu formula : 
D= pu, 
— Tensiunea minimă este : 
T 
H =T, spasm 
za! VI Ftp 1 
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6 — Mecanica şi rezistența materialelor — od. 164 


— Tensiunea maximă este: 
Ta= Ie = P-Ua = p(a + f). 


-— Lungimea firului se exprimă prin : 


3 f 7 
Loshi 229. tga. 
g GS a VI +tg'a— 1 g 


— Distanţa : 
AB = 2NR 
“Pentru determinarea lui £g se utilizează relația : 
Te 
ch 2 + sh3E =ea, 
a a 
Tg 
` VAI F tg?a + tga=ed 


“De unde : Ban i ul 


za ali (tga V/I Figa) 
zar : Sati IS iaca arte ri rit Ne 


f Earr 
fie (tga + it T 


= asi 
3 ai > = 
Sa ç ta 
NR TX Bi 
TEN ES ai LE; 
y 
ERSA 5 
$ 
i 
eT j b 
A a 
i ui 
j} 
fit] 
Y BIERNY i € 
i 
3. Omi 
+3 
i 1 
Te 
E 
#8 


Partea a ll-a 


CINEMATICA 


În capitolul de cinematică se studiază mișcarea mecanică fără a ține 
seama de mase și de forțe. Ca urmare, cinematica are o strinsă corelare 
cu geometria, pe care o consideră desfăşurată în timp. 

În cinematică se scot în evidență noțiunile fundamentale de spaţiu și 
timp. Spaţiul considerat în mecanica clasică este absolut, euclidean și tri- 
dimensional, iar timpul este un parametru scalar, absolut și continuu cres- 
cător. Timpul este independent de spaţiu şi de orice altă mărime, 

Mişcarea pentru a fi studiată și exprimată printr-o relaţie matematică 
este necesar să fie raportată la un sistem de referință care este presupus 
în mod convenţional fix sau un sistem de referință inerţial. 

Capitolul de cinematică are rolul de a pregăti relaţiile de bază necesare 
pentru a fi folosite în capitolul de dinamică, în care studiul se lărgește 
introducînd în relaţii și corelaţiile ce există între mase, forţe şi elementele 
mișcării. 


LE 


CINEMATICA PUNCTULUI MATERIAL 


Mișcarea mecanică a corpurilor este cea mai simplă formă de mișcare a 
materiei şi ea se manifestă prin schimbarea, în decursul timpului, a poziţiei 
corpului material în raport cu sistemul de referință ales, pentru a rezolva 
cit mai convenabil problemele practice legate de mișcarea mecanică a cor- 
purilor respective. 

In cinematică se studiază mişcarea punctului sau a corpului, corelind 
aspectul geometric al mişcării cu noțiunea și mărimea de timp. În acest 
mod se realizează o exprimare matematică a asocierii dintre poziţia punc- 
tului și timpul în care se află această poziţie, precum și o asociere a depla- 
sării mobilului cu timpul, stabilindu-se astfel o corespondență biunivocă 
între modificarea poziţiei şi variaţia timpului. Ca urmare, rezultă o deplasare 
continuă şi unică oglindind mișcarea mecanică și evidențiind principalele 
ei caracteristici cinematice : traiectoria, poziţiile punctelor în spaţiu în funcţie 
de timp, distribuţia de viteze, distribuţia de acceleraţii etc. 

Caracteristicile mișcării punclului 

Expresiile matematice ale caracteristicilor cinematice ale mișcării depind 
de sistemul de referință faţă de care se raportează mișcarea. Caracteristicile 
cinematice permit recunoașterea și determinarea elementelor principale 
necesare la rezolvarea anumitor probleme concrete de mişcare. În marea 
majoritate, problemele de cinematică se grupează mai mult în jurul urmă- 
toarelor caracteristici cinematice : 

— legea mișcării, adică expresia matematică care determină poziţia mo- 
bilului față de sistemul de referință ales şi funcţie de timp ; 
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— traiectoria sau expresia matematică a locului geometric pe care-l for- 
mează poziţiile succesive pe care le ocupă mobilul în spaţiu şi în decursul 
desfăşurării timpului ; 

— legea vitezelor sau expresia matematică a vitezei în funcţie de timp; 

— legea acceleraţiilor sau expresia matematică a variaţiei vitezei în funcţie 
de timp. 


7.1. STUDIUL MIŞCĂRII PUNCTULUI 
ÎN COORDONATE CARTEZIENE 


7.1.1. ECUAȚIILE MIȘCĂRII 


Dacă se raportează spaţiul la un sistem de axe Oxyz, de coordonate 
carteziene (fig. 7.1) triortogonal și se studiază mişcarea unui punct, coordo- 
natele acestuia sînt funcții de timp şi se exprimă prin ecuaţii de forma : 


2 = fis y = hlt); z= f(t, (7.1) 
sau cu ajutorul unei funcții vectoriale de forma: 
T =F = xri t yj t zk. (7.2) 


Ecuațiile (1) se mai numesc și ecuaţiile parametrice ale mișcării punctului 
şi în fond constituie expresia matematică a poziţiei punctului în spațiu la 
un anumit moment t. 

În foarte multe aplicaţii practice expresia matematică a coordonatelor z, 
yJ, z este dată în funcție de un alt parametru, de regulă geometric, un unghi 
sau o lungime, care depinde de timp, astfel că ecuaţiile devin: 


e SRO) vf) zf (7.3) 
unde : 
X = 
este funcţie de timp. 


7.1.2. TRAIECTORIA 


Locul geometric al poziţiilor succesive pe care un punct material le ocupă, 
ân timpul mișcării sale, se numește traiectoria punctului. 


M2) Expresia matematică a traiectoriei punctu- 
lui se poate prezenta şi sub forma ecuaţiilor 
parametrice ale mișcării. 

Ecuația traiectoriei exprimată sub forma 
carleziană se obține prin eliminarea para- 
metrului variabil A = A(() sau £, obținîndu-se 
expresii de forma : 


Pale, 1, 2 =05 ala y z) =0 (74) 
care constituie două suprafeţe ce se inter- 


sectează după o curbă, care este tocmai. 
Fig, 7L: traiectoria căutată a punctului mobil. 
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7.1.3, VITEZA INSTANTANEE 
A PUNCTULUI MOBIL 


Se consideră punctul mobil M 
care se mişcă pe o curbă C (fig. 7.2), 
pozitia sa fiind la timpul £ în M, 
iar în momentul următor t -}- Al, 
în M’, cele două poziţii fiind de- 
terminate de vectorii de poziţie 
PE 2) şi Fi = Ar(a ek 
+ Ax, y Ay, 2+ A2). 

Dacă se consideră cazul în care 

PEN 
arcul MM” de pe traiectorie, descris /x 
de punctul mobil în intervalul de Fig. 72 
timp Al, este destul de mic, atunci 
expresia vitezei medii a punctului M este dată de relaţia: 


MM MM  _r-r A 
MM j liy ie r 
Via =— aF 
ze At At At AL (7:318) 
. . + .. . . pă . CP IF. 
lungimea arcului MM! fiind aproximativ egală cu lungimea coardei MM. 
În cazul în care variaţia de timp At este foarte mică și tinde către zero, 
poziția punctului M’ tinde să coincidă cu punctul M. În acest caz, se- 
canta MM” devine tangentă la curba C în punctul M, iar viteza medie 
devine viteza instantanee a punctului M și are expresia: 


Si DAR a e da ay. dz. 
0) = op sea fi Si dy dz 
Atao AL dl sp bare l aa (7.5, b) 


l 


sau : 
2D K zii ) 
Y =F =t F yj Hz k= zi tvyi Vesk. 
Este demnă de reținut observația că viteza instantanee este un vector tan- 
gent la traiectorie în punctul respectiv. 
Mărimea vitezei punctului M este dată de expresia : 


-= E +y pz = Vo F vt ož, (7.5, c) 

iar direcția vectorului viteză este determinată de cosinusurile directoare : 
D D. v 

cosia: ==; cos B ==; cosy =. (7.5, d) 
lol r TBIR lvl 


7.1.4. ACCELERAȚIA INSTANTANEE A PUNCTULUI MOBIL 


Prin definiție, acceleraţia medie âm a unui punct mobil M în intervalul 
de timp l și t + AL este vectorul care are punctul de aplicaţie în punctul 
respectiv M, 

SE AZ 
m = AL (7.6, a) 

en lap > AE TAA OE is P 

mărimea r’ iar direcția și sensul sînt identice cu cele ale vectorului Að, 


de creştere a vitezei D în intervalul de timp At. 
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z} Dacă se consideră miş- 


vn carea punctului M mobil 
pe curba C (fig. 7.3), și 
Disl Das s+ 0n vitezele punctu- 
lui în diferite momente în 
timpul mișcării mobilului !și 
dacă intr-un punct oare- 
care, de exemplu în originea 
axelor O, se trasează vectorii 
echipolenţi ai vitezelor, vir- 
furile acestor vectori echi- 
polenţi descriu o curbă C’ 
Fig. 7.3 care se numește hodogratul 

mișcării punctului mobil M. 

Dacă se consideră că pe curba hodografului mișcării se deplasează un 
mobil fictiv M’, atunci viteza medie a mobilului fictiv este tocmai acce- 
lerația medie a mobilului real M. Rezultă că acceleraţia instantanee a mobi- 
lului real M este viteza instantanee a mobilului fictiv- M’; vectorul accele- 


raţiei instantanee se aplică punctului real M. 
Se observă că accelerația punctului M este derivata vectorială a vitezei 7 


şi se poate serie: t 
Av dv dop. Gao, HiS aido 
US l — = — = pe o, zii: 
At>0 AL di dt dt ia dt k, (7.6, b) 
sau : 
ă=zi+y-j+zk; sau: d = api H ayj + ak (7.6, c) 


Rezultă deci că accelerația este derivata vectorială de ordinul doi a vec- 
torului de poziție-a punctului M. : ; A 

Punctul, de aplicaţie al. vectorului acceleraţie este tocmai punctul M a 
cărui mişcare se studiază. | 


Mărimea accelerației se, stabileşte caleulind modulul : 


la Var pe (7.6, c) 


Direcţia accelerației se determină cu ajutorul cosinusurilor directoare : 


COS aa ze cos B: ai cos yı a ° (7.6, d) 


7.1.5. SPAȚIUL (DISTANȚA) PARCURS 


Ecuațiile de m scare determină „poziţia punctului în raport cu sistemul 
de referinţă ; spațiul parcurs depinde de viteză și de timp şi este determinat 
de relaţia : 

ds = v- di. 


Ținind seama că mărimea vitezei este dată de relația : 


|D] == i 4/08 PE, 
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expresia spaţiului elementar devine : 


ds = [v3(t) + 04(0) + va] dt; 


PAE) t ORe Deo Rear 
s -=Í x? + y? +2 dl. (7.7) 
0 
7.1.6. VITEZA ȘI ACCELERAȚIA UNGHIULARĂ A 


Ecuațiile parametrice ale mișcării unui punct, şi ca atare poziția unui 
punct în spațiu în raport cu un sistem de referință fix, se stabilesc în 
functie de anumite elemente geometrice prinse în ecuații sub forma unor 
parametri care se modifică în funcţie de timp. În cazul mișcării unui 
punct într-un plan, poziţia unui punct poate fi determinată față de un 
reper fix şi cu ajutorul unui unghi. 

Astfel, în cazul mișcării unui punct pe o traiectorie circulară, ca în figura 7.4, 
dacă se cunoaşte unghiul dat de funcţia 0 = O(t) față de semiaxa Ox, pen- 
tru o anumită valoare a timpului £, se poate determina poziţia punctului 
pe traiectoria circulară. Dacă A, și A, sînt poziţiile punctului în momen- 
tele t şi [+ Al, variaţia unghiului 0 în intervalul de timp At este: 


0 = 0t + At) — O(t). 
Viteza unghiulară medie este dată de raportul : 


AO 


O mea TEN, ; 


sar viteza unghiulară instantanee este dată de relaţia : 


o =lim— =>., (7.8) 
At>0 Al dt 
Viteza unghiulară instantanee este egală cu derivata în raport cu timpul 
E Aa s & Sta la e 3 
a expresiei unghiului 0 = 0(/) şi se măsoară în —. Accelerația unghiulară se 
E ; 


determină în mod asemănător : 


Ka 


clin ee oo aa S (7.9) 
At>0 At dt dt? f k 

În cazul mişcării circulare, poziția punctului >i: 
se poate determina uşor numai prin cunoașterea 
unghiului 0 = (f) la un moment dat, raza fiind 
o constantă | 7 |. =.R, = const. > 

În cazul „unei mişcări., oarecare în plan 
mișcarea este precizată dacă se cunosc func- 
tiile: 9 = 0(f) — unghiul și r = r(t) —mo- 
dulul vectorului de poziție. EEUE 


7.1.7. VITEZA ȘI ACCELERAȚIA AREOLARĂ 


În unele studii ale mișcării mecanice se re- 
alizează caracterizarea mişcării "cu ajutorul 
noțiunilor de viteză și acceleraţie areolară. Fig. v.4 
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Prin delinilie, mărimea (modulul) 
vitezei areolare este limila rapor- 
tului dintre elementul de arie AA 
parcurs de raza vectoare a unui 
punct mobil care se deplasează pe 
traiectoria sa și timpul elementar AL 
în care s-a efectuat această depla- 
sare (fig. 7.5). 

Dacă punctul parcurge în inter- 
valul de timp foarte mic Al arcul 


— 
MM, de pe traiectoria sa, a cărui 
lungime poate [i asimilată cu coarda 
MM, =AF care este tocmai variaţia 
vectorului de poziţie î(î) al punc- 
tului, mărimea ariei triunghiului 
OM,M, măturat de vectorul de 
Fig. 7.5 pozilie este dată de relaţia : 


Mi 


SE ASE = 
DA pui RARI. e 
Viteza areolară medie Qn este raportul ariei elementare AA măturate de 
vectorul de poziție și timpul A! în care s-a efectuat mișcarea : 
AA Ia | AR 
Siza | <i: 
Viteza areolară la un moment dat se obține trecînd la limită și este dată 
de relația : 


Q = lim Op, = lim AA lim + (i x 2) Hah U): (7.10, a) 
At>0 At>0 Al At>0 2 2 
Observind că : Í 
PE Tity] zk si o= rity] + zk, 
expresia analitică a vitezei arcolare va fi: e 
i aa iad Gai Pet n S] 1 -fii GAD 1 iii = 
Q aS (y-z— y-2)i + 5 (z-x — 2-2] + (ay => poţi (ZU, 1) 


Acceleralia areolară este dată de relația : 
= d: pi] 0 - it pa i Sl ys = = 
M a a) =3 (7x0) = 3 x d) (7.10, c) 


Expresia sa analitică este : 


D= ze dig Ea Eey Ek (10,4) 


Observaţii. Dacă Q =C = const., rezultă că vectorul O = 0 şi deci 
că vectorii 7 și d sînt permanent coliniari sau vectorul acceleraţie liniară & 


al punctului trece permanent prin punctul fix O. Din relaţia : € = 


e (F X d) se observă că locul geometric al- vectorului de poziție 7 este un 


2 
plan care trece prin O, punctul de aplicaţie al vectorului € şi este per- 
manent perpendicular pe vectorul C. Rezultă ca o concluzie impor- 
tantă pentru punctual eare se mişcă astfel, că viteza sa areolară este un 
vector constant și că se mișcă permanent într-un plan perpendicular pe 
acest vector. 


7.1.8. UNITĂȚI DE MĂSURĂ 


Viteza se determină prin raportul dintre lungimea spaţiului şi mărimea 
timpului. Viteza unui mobil se exprimă în m-s-1. Mărimea accelerației se 
exprimă în ms. 


7.2. STUDIUL MIȘCĂRII ÎN COORDONATE INTRINSECI 


Caracteristicile principale ale mișcării — viteza şi acceleraţia — se deter- 
mină în raport cu un triedru legat de punct, cunoscut sub numele de triedrul 
lui Frenet ale cărui axe coincid cu tangenta, cu normala principală şi cu binor- 
mala la traiectorie în punctul considerat. Pentru a studia mișcarea punctului 
în coordonate intrinseci, se presupune că se cunoaște traiectoria punctului şi 

[a 
legea de mișcare s = s(t) = MoM în raport cu un punct de pe traiectorie con- 
siderat ca reper fix (fig. 7.6). 

Triedrul lui Frenet are versorii pe cele trei axe 7, v, 6, legaţi între ei prin 
relatia: 6 = xy. 

Dacă se consideră un punct 0 drept reper fix în raport cu care poziţia 
punctului M de pe curba C este dată de vectorul de poziţie 7 = F(t), expresia 
vitezei este : 


P dr Lia dr. ds 
dt ds dt 
Se cunoaște că: 
di? dee gada 
E EA T mal] 
Expresia se mai poate deci scrie sub forma 
De ta IGALI a) 


Ai că viteza are componente numai pe direcția tangentei la traiectorie, 
adică : 


T 


U E Li 30 Wp =0, (7.11, b) 
marimea vitezei fiind | p -S 


Fig. 7.0 
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Da as be AS, (7.12, a) 


a == sar = ape Pair. (7.12, b) 


Rezultă că acceleraţia are două componente : 

— acceleraţia tangenţială. & după direcția tangentei de mărime 4 =s; 

— accelerația normală d, după direcţia normalei principale de mărime 
dy ata unde p este mărimea razei de curbură în punctul respectiv. Mărimea 


accelerației totale este dată de relaţia: 


3 SE Di ae Ra: 
| ãios | -]= Asi =| —beaae (7.12, ch 
că p 


Se poate observa că între vectorul accelerație ă al punctului şi componentele: 
sale după tangentă a, şi normală a, la traiectorie se pot scrie relațiile ` 


CD 23 c2 v? ES 
= a =>S;ăv =a, aa ā-B = ap =0. (7.12, dy 


ayi 


de 
(a 


Se observă că componenta după binormală este întotdeauna nulă şi se 
deduce că vectorul acceleraţie se află întotdeauna în planul osculator format 
de tangenta și normala principală în momentul respectiv. 


| Între relaţiile de mișcare date în coordonate carteziene și cele în coordonate 

; intrinseci se poate stabili o legătură utilă pentru rezolvarea anumitor pro- 

; bleme cinematice sau pur și simplu geometrice. Astfel, dacă ecuaţiile de miş- 
care în coordonate carteziene sînt: 


z =z); y =y); z= z(l); 
vectorul de poziție are expresia : 
E= ri F gj zk, 


jar viteza şi accelerația sînt date de : 


=F =r ipy] Hk; E= Sri Fy F k 


mărimile lor fiind : 


opera al Spa 


Tr 
iecția vectorului accelerație pe vectorul viteză ; 
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Fig. 7.7 


[a = axe jE adică accelerația normală este egală cu mărimea produsului 
a i 
| » 


vectorial dintre accelerație şi viteză împărțită la mărimea vitezei. 


7.3. STUDIUL MIȘCĂRII ÎN COORDONATE POLARE 


Poziţia unui punct într-un plan poate fi perfect determinată și cu ajutorul 
coordonatelor polare (r, 0), astfel că relaţiile r = r(t) şi © = 0(1) reprezintă 
„ecuaţiile parametrice ale mișcării unui punct M în coordonate polare plane 

(fig. 7.8). Acelaşi punct poate fi determinat și cu ajutorul coordonatelor car- 


teziene, între cele două sisteme existînd relaţiile cunoscute (originea O fiind 
aceeaşi) : 


x =rcos0; y=rsinO şi r? =x + y2; tgo =u; 0 = arctg. 
T x 


Ecuația traiectoriei se obține eliminind parametrul timp, astfel că se obține 
o expresie de forma : F(r, 0) = 0, iar în coordonate carteziene : D(a, J) =0. 
În coordonate polare se obișnuiește a se folosi pentru exprimarea precisă a 
vectorilor, vectorii variabili ca direcţie e şi n o 


» Şi anume : pọ versorul radial are 
direcţia v 


eciorului de poziţie a punctului M, iar A versorul, transversal este 
permanent perpendicular pe vectorul radial. Viteza. punctului M tangentă la 


Fig. 7.8 
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traiecloria sa C, poate fi permanent descompusă după două componente - 
una radială şi una transversală, ale căror expresii se pot scrie în funcţie de 
componentele vitezei după axele carteziene, sub forma : 


V, = va cos Ô + vy sin 0; va = — vy sin O + v, ċos 0 ; 


observind că: 


x A d0 dr 
Da ggde — r sin 0 — + cos 0 — ; 
; di di di 
10 ; dr 
p Ay ea r cos 0S + sin Ga 
di di di 
se oblin relaţiile : 
p b aĝ Sera dI dr Ser 
v= —r sin O-cos EA cos? oee r sin -cos 0 — + sin? 0 —= 2 ; (7.13, aY 
E di di di d d 


dð i dr = ali) 
Va = r sin? 0 — — sin Oscos 0 — + r cos? 0 =— + 
di di dt 


+ sin 0-cos = SSV g - (7.13, b) | 


Astfel vectorul viteză se mai serie sub forma: 


Et ele pet n E poa ai pioi (7.14. a) 
di d! | 


mărimea vitezei (modulul) fiind : 


lö] = |r? + r2-62, (7.14, b} 
iar direcția vitezei fiind : 
Te = 
tga =—. (7.14. c} 
Expresia accelerației punctului M se obține în mod asemănător, pornind de 


la relațiile între componentele sale scrise în coordonate carteziene şi în coor- 
donate polare. Astfel : 


dp = az cos0 + a,sin0; a, — a, cos 0 + a, sin 0, (7.15, a) 
unde : 
d? R adne J)? : a 
az 23 e sin) 0 ia d9) =r cos o|% — rsin 40 — 
di? d! dt di di 
— sin, e e A cos 0... 
di dt de 
dy n dr d0 10 ja d:0 
ay = — = cosl =r — —rsin 0[U. MICOS OES 
y 2 d a dt Ze dt: + 
lr d? 
Homo eha an aein 
dt di di? 


eaa di 
a20 ar da0 1 d(r2:6) 
Me PES E EA t 
di? d di r d! 
sau: 
ā = [r — r-02jp + [2r:0 + r-O]n. (7.15, b} 
Mărimea accelerației fiind : 
lă| = WE — rd) + (2r-ġ + r-0), (7.15. c) 


direcția accelerației este caracterizată de relaţia : 


rtr, (7.15, d) 


tg 8 = = - 
> TEAT 


7.4. MIȘCĂRI PARTICULARE ALE PUNCTULUI 


7.4.1. MIŞCAREA RECTILINIE UNIFORMĂ 


Prin mișcare rectilinie uniformă se înţelege mișcarea unui punct pe o 
dreaptă, cu viteza constantă. 

Mişcarea este determinată dacă se cunoaște funcția : x = x(t), unde x repre- 
zintă abscisa mobilului, adică se cunoaşte poziția mobilului fată de sistemul 
de referință în orice moment (fig. 7.9). 

Mişcarea se caracterizează printr-o viteză constantă, adică : 


LD (Cr SU (7.16, a) 


dz e 
dar: Vp 3X = Co, sau: da = vf = Co-d! (7.16, b) 
Prin integrare rezultă: x = C.f + C, sau: rr =w-t+C.. 

„Pentru determinarea constantei de integrare C, se folosesc condiţiile parti- 
culare ale mişcării pe care le cunoaştem, în cazul nostru poziţia și viteza 
mobilului în momentul iniţial al mișcării la £ = 0; atunci: V = V și © = 1%- 
Pozilia mobilului în momentul iniţial al mișcării este dată de x = a, abscisa 
punctului în momentul începerii studiului mișcării, care se numeşte în mod 
curent spațiu iniţial. Ecuația spaţiului devine : 


£ = wl F xo (7.16, c) 


Acceleraţia este derivata vitezei. În pă 
cazul mișcării rectilinii uniforme, viteza 
fiind constantă atît ca mărime cît şi o M 
ca direcţie, accelerația este nulă: 4 = 


=v =q = Q, Este demn de reținut: ca 


o observaţie foarte importantă, că sin- Fig. 7.9 
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a xÀ 
B) 
38 
i al IE vo LUA 
v=Vo xo- ER 
a20 ! i a Beza E STA 
0 Uan 
Q b 
Fig. 7.10 


gura mişcare cu accelerația nulă este mişcarea rectilinie uniformă, deoarece 
viteza este constantă atît ca mărime cît şi ca directie. Ecuațiile mișcării rec- 
tilinii uniforme sînt deci- ; 


a (0 Sp 2 r IA (7.16, d) 


Mișcarea rectilinie și uniformă a punctului mobil se reprezintă grafic prin 
diagrame ale mişcării : viteza în funcţie de timp, spaţiul (poziţia) funcţie de 
timp etc. În figura 7.10, a se redă diagrama vitezei, iar în figura 7.10, b se 
redă diagrama spaţiului. 

Reprezentările grafice permit soluționarea pe cale grafică a unor probleme 
de mișcare. Ca exemplu, în figura 7.10, c se arată determinarea pe cale grafică 
a locului şi timpului de întîlnire a două mobile care se deplasează cu mișcări 
rectilinii uniforme pe aceeaşi dreaptă în sensuri contrarii. 


7.4.2. MIŞCAREA RECTILINIE UNIFORM VARIATĂ 

Dacă accelerația, în cazul mișcării rectilinii, este constantă în tot timpul 
mișcării, aceasta poartă numele de “inișcare rectilinie uniform variată. Ea 
este uniform. accelerată dacă acceleraţia este pozitivă şi este uniform întîrziată 
dacă acceleraţia este negati : 


y e dv 
Ur Sx =V = da =const. și 


agp Sa Sau dv =—a:di; 


prin. integrare se obţine: z=v=al+ G, pentru t =0, v =h; 
deci : v = Cu şi pat o (7.17, a) 


Prin integrare se obţine ecuația spaţiului : 


a:l’ x 
g = =- t vol t Ga 
9 
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Fig. 711 


sau |inind seamă că pentru l = 0, a = ta se obține ecuaţia spaţiului ; 


Te e = Vo selecte (7.17, by 


Reuaţiile mișcări rectilinii uniforme sînt: 


1 A ie 
amti =l o 2 e d'le —- vtl A- to (7.17, e) 


= 


Distanţa parcursă între momentele [, şi t, este dată de relaţia : 


t; 
s=jov-al, (7.17, d) 

h 
Reprezentarea grafică a mișcării rectilinii uniform variată a unui mobil 
este utilă pentru rezolvarea grafică a unor probleme de cinematică. În figura 
7.11, a, b, c se dau reprezentările grafice pentru ecuaţiile mișcării rectilinii 
uniform accelerate, iar în figura 7.12, a, b,.c se prezintă ecuaţiile mişcării 

rectilinii uniform întirziate. i ts; 


7.4.3. MIŞCAREA CIRCULARĂ 
Ecuațiile parametrice ale mișcării pe cerc (fig. 7.13) sînt :x = R cos Ô; 
y = R sin 0, unde 0 este o funcție de timp. 
Expresia vectorului de poziție este : ; 
î = R cos 0i + Rsin 0j. (7.18, a} 


a > v 


O; 
4 
e e a eia a 
0-00 
a b c 


Fig. 7,12 
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Ș Traiectoria mişcării este evident un cerc și se ob- 

[ine eliminind parametrul variabil prin ridicarea 

MIx.Y] la pătrat şi adunarea expresiilor, rezultind: 
x? -+ y? = R?. Viteza mobilului este : 

ð =F = — R sin 0:06: + Rcos0:0.j. (7.18, b) 


Este important de observat că vectorul vitezei 
este întotdeauna perpendicular pe vectorul de 
pozilie în cazul mișcării circulare. Mărimea vitezei 
estek 


SE ea AR, S 
Fig. 7.13 lö] | Hy RO =Rv 
v = Ro, 


unde s-a notat cu 0 = viteza unghiulară. 
Acceleralia mobilului are expresia : 


â = azi + ay] = [~ R cos 0-6: — R-Ö sin O + 
+ [— R:02 sin 0 + R-0 cos 0]j. (7.18, c) 
Observind că Ô = e este acceleraţia unghiulară, se mai poate scrie : 


ă =[|— R cos 0-o2 — R-e sin 0ji + [— Ro? sin 0 + R-e cos0]j; 


sau à 3 7 
ă = e| — Rsin ð- + R cos 0:J]— œ’'[R cos0-i + R sin 0-J] 
sau 
4= imot (7.18, d) 


Pornind de la observația că vectorul viteză o este perpendicular pe vectorul 
de poziție î se poate reține faptul că în general în cazul mișcării circulare se 
disting două acceleraţii, şi anume : 

— acceleraţia radială a, = — o°’: R, 

— acceleraţia tangenţială 4 = e-R. 


Acceleralia totală este : 
FI 2 2 2 

laog =\/E ap OG En OS: 
În figura 7.14 sînt reprezentate componen- 

tele accelerației și accelerația totală. 
Cazurile particulare ale mişcării circulare sînt : 
Mişcarea circulară uniformă. Această miş- 
care se caracterizează prin faptul că mărimea 
vitezei cu care punctul parcurge traiectoria 
sa circulară este constantă: v = V = Const. 

T Aa A UA 

Rezultă că: n = R'o sau că: w sp MUSAA 


unghiulară este de asemenea 0 mărime 


s i A d0 
constantă, adică œ = — = constantă = ai 
d! R Tig. 7.14 
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Rezultă că unghiul 0 este o funcție liniară de limp, care poate fi denumit 


spaţiul unghiular şi are expresia 


= + Po. (7.19) 


Unghiul ə determină poziţia iniţială a punctului şi poartă numele de 
unghi de fază. Pentru a realiza o revoluţie completă este necesar să se adauge 
unghiului 0 o creştere unghiulară egală cu 27, timpul: corespunzător acestei 
creşteri unghiulare ind tocmai perioada T. Rezultă relaţia: w(t -+ T) + 
+ 9 — lo SE Po) = 2r; sau wT = 2m şi deci: 

EEN (7.20) 


Li) 
Numărul de rotații în unitatea de timp este frecvența f; ea este inversul 


d ei A 1 W 
erioadei şi se obține : f = — = —. 
p ş ţ f T 27 


Observaţie. Expresia vitezei ea în cazul mișcării circulare oarecare 
îşi păstrează forma, deci: || =v = R:w. 

Expresia accelerației se modifică. “SE observă că acceleraţia tangenţială 
este nulă deoarece e = 0. Rezultă că există numai o acceleraţie normală, 
dirijată către centrul cercului, care are mărimea : 


= Ro? sau a, == > (7.21) 

Mişcarea: circulară uniform variată. Această mișcare se, caracterizează 

prin faptul că acceleraţia unghiulară este constantă: œ = e = const. Viteza 
unghiulară se obţine prin integrare și are expresia : 

= el + oo EL (7.22) 


Spaţiul unghiular se detet nan prin integrae! şi are EP i 
pet cat (7.23) 


Expresia vitezei arătată în cazul mişcării circulare îşi păstrează valabi- 
litatea. 


Mărimea vitezei este dată de relația : v = R.o. 
Accelerația este dată de expresia : 


= e[— Rsinb-i + R cos 0-j] — o[R cos 0-i + R sin 0-jl, 


sau 3 A 


= (>a 2 2 
~ d=—— of, 
1 w 


Rezultă deci că acceleraţia are o componentă tangenţială de mărime 3 
= R-e și una normală dirijată întotdeauna către centru, de mărime: 


y? - 
= Rig? i astfel că acceleraţia totală la un moment dat este: ă = 
=r Re A Ro, iar mărimea ci este: 
läpi = RJ Rai 
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7 — Mecanica și rezistența materialelor — cd, 164 


APLICAȚIA 1 


Un mobil pornește din repaus în mişcare rectilinie cu acceleraţia constantă 


=m A . . E m X ef z ‘aina thi o 
ai = 1,5—; cînd atinge viteza v, = 30 — frînează şi după un spațiu de 20 m 
s s 
se opreşte. 
Să se determine spațiul străbătut pînă la frînare și acceleraţia pe por- 
tiunea frinată. Să se traseze diagramele de variaţie ale lui s, v ṣi a. 


Rezolvare 


Pe prima porțiune a drumului, mișcarea este rectilinie uniform variată, 
accelerată. 


a aie ir ea — 07 S3 
2 a 1,5 
Rezultă : 
h E hele Ss, S A = 300 m. 


„ Pe porţiunea a doua, mișcarea este încetinită : 


SA f aa: È A TOR H m 
Hs =E h E E az = == 225): 
SEZ i i Sa si 
Rezultă : 
3 v. 
Va = V — a't, =0. li == = 1,33 S. 
ae 


“Cu valorile rezultate se trasează diagramele de variație ale lui Svi a 
idin figura 7.15. ăi 


APLICAŢIA 2 


Două mobile, W, și M;, pornesc deodată din punctul A şi ajung deodată în 
punctul B. Mobilul M, parcurge diametrul AB al cercului de rază R, cu acce- 
leraţie constantă a, cunoscută. Mobilul M, parcurge semicercul AM,B cu 

„accelerație unghiulară constantă e; necunoscută (fig. 7.16). 

Să se determine acceleraţia mobilului M, ajuns în B. 


Fig, 7,15 ) Piti! Fig. 7.16 


Rezolvare 
Legile de mișcare ale mobilelor ajunse în B sint: 


pentru M; : 


s =; 
) 2 
pentru Ms : 
pz z ocet 
În B ele devin : 
2R = 28; a =; op = Elz 


Rezultă : 


= PFE 
R T'a. = TE ECER 
tp =2||£; E= 5 OB IE- 


Accelerația mobilului M, ajuns în B va avea componentele : 
a R = uA Soh 

e a AG 22 3 > Ta = 

dg F 2 Deci : | äs |= 55 VI Fir. 


a =R o= mad: 


CINEMATICA CORPULUI SOLID RIGID - 


8.1. NOȚIUNI GENERALE 


Prin corp solid rigid sau corp solid indeformabil se înţelege un corp material 
care nu se deformează sub acţiunea forţelor care ar acţiona asupra sa. 

Natura şi industria oferă suficient de multe exemple de corpuri destul de 
due pentru ca deformaţiile ce apar să poată fi considerate cu totul negli- 
Jabile. [i 1 812593 : 

Se poate astfel imagina un corp solid rigid ca fiind o mulţime de particule 
a căror aşezare este bine stabilită, distanța între două particule anume fiind 
o constantă. i terte | 7 
| Poziția unei particule este un punct P al spaţiului afin (e) al geometriei 
concrete. adi zh A d Mee 
| Dacă corpul solid se mișcă în spaţiu şi timp, rezultă că poziţiile particulei 
corespunzătoare la două momente f, şi lase vor putea nota P(i) şi P(t). 
Printr-o deplasare corespunzătoare se va putea transforma P(t) în R(t). 
oricare ar fi momentele f, ṣi lẹ şi oricare ar fi particula din corp. O astfel de 
deplasare este o izometrie pozitivă şi are o serie de proprietăți importante 
(fig. 8.1, a, b) 


— 


99 


Fig. 8.1 


a) Dacă P şi Q sînt poziţiile a două particule ale solidului la un același 
moment dat /, modulul (mărimea) E tt PQ este invariabil în timp, 
adică: | PỌ |2 = 12) í 

b) Dacă pi, D Poa sînt pozițiile a patru particule, la un moment dat, 
ale unui solid rigid; și lp = P,Q, jar i= = P,Q, produsul scalar Î,-Î, este inde- 
pendent de timp, adică : 


l-l, = const. (8.1) 


c) Dacă se notează vectorii de poziție ai punctelor P şi Q cu F, și F, variabili 
în timp, lungimea segmentului PQ se poate scrie sub forma (fig. 8.2) : 


IAO = (72 =E = const. 
Prin derivare se obține : 


(Pe zn) (Èa Ei) =0; 


RN Gun a să mar 
ii Die iu $ ACHTA MIAO 


sau, observînd că: 7, = 5, ṣi F = d, avem: 


de unde: 


(8.2) 


Această relaţie constituie condiţia de compatibili- 
© tate a”vitezelor în: “deplasarea corpului solid rigid. 
„Această relație arată că proiecţiile vitezelor a 
Suie puncte oarecare P şi Q ale solidului pe di- 
_recţia dreptei PQ ce unește aceste puncte (cu un 
sens pozitiv stabilit) sînt egale. » 

d) Pornindu-se de la relația: i, l= constantă, se 
„Obține apum derivare : N 
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de unde: 
bg la ar? (8.3) 
Derivarea segmentului de lungime constantă dar variabilă ca poziţie în 
di RAII f f à ; : 
raport cu timpul, 3 » constituie în mulţimea vectorilor din spaţiul vectorial 
afin cu 3 dimensiuni o aplicaţie liniară antisimetrică. Se consideră E un spaţiu 
vectorial asociat spaţiului afin (e) cu trei dimensiuni şi L o aplicaţie a lui (E) 
în (E), astfel că unui vector ă din E prin această aplicaţie îi corespunde un 
vector L(â) tot în (E). 
Aplicația L este prin definiţie antisimetrică dacă pentru erice vector d și.b 
din (E) avem : 
â-L(b) = —b-L(ä). (8.4) 


Dacă se consideră vectorii & și & din (E) și a, și a două numere reale și 
se consideră vectorii: d = aud, + a2-d2 şi b se poate scrie: 


(atā +a å) Lb) = — b-Ll«ã + app), (8.5, a) 
sau : 
arā LÖ) + atā LÜ = — d: La, + æ ã). 
În baza definiției date se poate scrie: ” 
Bogia duby = sadba) e sarda DD). ci ni 
de unde „rezultă : S5 i guo fraai Digi 5 
ne L(A), O L sala aai pi Se 
valabilă penina orice b astfel că se Pe deduce că A L este liniară: ; 
„aa L(A): ao: (da) a T a Llr: å, e AA Eas (8.5, b) 


paca = consideră baza Ua iE JR expresia analitică a aplicaţiei liniare este o 
matrice - - j 


Xil Xiz -Q13 
E= |j O eea a ă 
= Pär Goa X Zarije ph (8.6) 
X31 232 X33 


Deoarece aplicaţia L este anis Stage, se. poate; serie : ` 
Li) == i. îi) - => aiy = — gı > au = = 0 (8.7, a) 
cl pi “i igi RHENTI tidia A 
| Dc) e La = — ubishi 
Rezultă că matricea L este antisimetrică şi se poate serie 
OEE 
L = Sa, 0 TTO ER „(8.7,.b) 
—Sa zmei dhato du pasa 


101 


Dacă vectorul ã este transformatul lui d prin aplicaţia L, avem : 


F 
t- 


a; 0 E Sata 3145, a, | (3 Sa — 253 
a|| =|+s, 0 — S, || - || az || =|| a.Ss — a3 Sı (8.8) 
a | — S, Si 0 (3 AS, — au Sa 


Dacă S, Sa şi S sint componentele vectorului œ atunci rezultă : 
d=oxXă, (8.9) 

unde & este vectorul de aplicaţie antisimetrică L. Revenindu-se la derivata în 

raport cu timpul È se observă că ea constituie o aplicaţie liniară antisimetrică, 


S o A E sa — PII J 
astiel că se poate scrie pe x L, în care œ este vectorul de aplicaţie anti- 


simetrică, care, în acest caz „poartă 1 numele de vector viteză unghiulară. 
Pornind de la'relaţia : = PQ = 0Q OR se obţine : 


d __ d(09) _ d(0P) 


DE Ra a W e T LO) — (P), 
de unde 'se obține: 39 =, +o Xx Î = p +o x PQ 
59 = Üp + o x PO. (8.10) 


cunoscută sub numele de formula lui Euler pentru distribuția de viteze într-un 
corp solid rigid. j 

Relaţia o = p+ œ X PQ permite să se afirme că vitezele punctelor unui 
corp solid rigid constituie un cîmp antisimetric. 

În concluzie, dacă se cunoaşte viteza UZ a unui punct P, şi vectorul viteză 
unghiulară œ, se poate determina viteza oricărui punct Q al corpului solid 
rigid. 

Cimpul TAADA unui corp solid ne Dacă se ea viteza 


punctului Q „în raport cu timpul, se obține accelerația punct Q, adică: 
do dp dò pn a(Pg 
de — = te x PO Ho x D 

A = i CEB A a = 

Sala: de = äp: ha X PO Fo X [do — 7], 

de unde: > 3 
91052 9iHodeiiă „eat calit —oeate 
de = ã, ta x POto x [o x PQ], (8.11, a) 


cu noscută sub Sri de formula hu Euler pentru distribuţia acceleraţiilor 
într-un corp solid rigid, { í 


Dezvoltînd dublul PpS vectorial, se ae. 3 


äg = å +9 x PQ + (e Pa — o°. PQ, (8.11, b) 


din expresia accelerației se poate reţine că actelerațiile punctelor corpului 
solid rigid formează un cîmp antisimetric. -© 
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8.2. MIŞCAREA DE TRANSLAȚIE 
A UNUI CORP SOLID RIGID 


Un corp solid rigid se află în mișcare de translație dacă izometria face să-t 
corespundă unei particule a solidului de la pozilia Po la momentul tọ, poziția P 
a aceleiaşi particule la momentul £ (fig. 8.3). 


Rezultă : 
za e AE (8.12, a) 


x L D saul Do = Öp. (8-12, b) 


Rezultă următoarele concluzii : cîmpul de viteze este ia un moment £ uni- 
form (vectorul viteză este un vector liber); vectorul de rotaţie œ este nul. 
Rezultă că şi cîmpul acceleraţiilor este uniform 

aein: (8.12, c) 


Deci şi vectorul accelerație este un vector liber. Torsorul cinematic este un 
cuplu de viteze unghiulare de rotație al cărui moment este òp = ö(t). Dacă 
se cunoaște poziţia iniţială a solidului rigid și traiectoria unuia din puncte, se 
pot cunoaşte traiectoriile celorlalte puncte. Astfel, se pot da ca exemple: 

— lranslaţiile rectilinii, în care traiectoriile tuturor punctelor sînt drepte 
paralele. Vectorul viteză v(t), păstrează direcţia constantă. Dacă v(t) = const., 
vectorul este independent de timp, iar translația este rectilinie şi cu viteză 
constantă (fig. 8.4); 

— translația circulară, în care traiectoriile tuturor punctelor solidului sînt 
cercuri ce au aceeași rază ca ntărime. Mărimea vitezei v(1) este; la un moment 
dat, aceeași pentru toate punctele solidului (fig. 8.5). 


> 


/) wt 


Fig. 8.4 j i Fig. 8.5 
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8.3. MIȘCAREA DE ROTAȚIE 
A SOLIDULUI RIGID ÎN JURUL UNEI 
AXE FIXE 


Un corp solid rigid este în mișcare de 
rotaţie dacă în tot timpul mișcării două 
puncte ale rigidului rămîn fixe, deci există 
o dreaptă fixă, numită axă de rotaţie. 
Punctele solidului descriu cercuri situate 
în planuri perpendiculare pe axa de ro- 
taţie. 

Fie sistemul fix O,z,yz, şi un sistem 


X) ' mobil ataşat rigidului Oxyz, avînd origi- 
Tig. 8.6 nea comună 0, = QO şi axa fixă Oz, aleasă 


să coincidă cu axa 0z (fig. 8.6). Planul 
mobil xOy se roteşte în timpul mişcării în planul fix 2,0,y, cu unghiul 0 =0(2) 


E Pa STA Ser = dð & 
ceTconstituie parametrul mişcării. Variația lui 0 este o Size cum se ştie 


de la mișcarea circulară. 


Pentru a găsi o semnificaţie vectorului &, se vor exprima versorii triedrului 
mobil faţă de cel fix : 


cos B-i, + sin6.j,; 


i 
] = — sin 0-i, + cos 0.],; (8.13, a) 
k 


Prin derivare se obţine : 


Sua 
| 


= — 0 sin 06-i, +Ô cos0-j, = 0-j Zako 
Te ea n pa (8.13, b) 
IES oi 
Rezultă că: 
o =6-k =o-k, (8.14) 
adică vectorul œ este un vector de direcţie fixă, alunecător, dirijat după axa 


de rotație; modulul său fiind viteza unghiulară © = Ô şi sensul său fiind dat 
de regula burghiului drept. 


Deoarece originea O a sistemului mobil este fixă, rezultă 5, = O şi deci, din 
expresia formulei lui Euler pentru viteze, rezultă că : 
Mărimea lui v este. mi a : (ase 
Hie LA al =la x FF| = orsina = o-R. (8.16) 
Distribuţia vitezelor. Pornind de la relaţia vitezei unui punct oarecare P 
de coordonate x, Y zé Ūp =% XO0P=o X Fa cărei expresie analitică este : 


D ai i j k GN S ati 
B=oxXxf=l0 0 o = — oyi Hot], (8.17) 
vi hh y z AGAL 


104 


se observă că avem următoarele 
componente ale vitezei : vr=—o0:y; 
Vy = oa; Ve =0. Distribuţia vite- 
zelor în cazul mişcării de rotaţie în 
jurul unei axe se caracterizează prin 
următoarele proprietăţi (fig. 8.7): 

— toate punctele care au viteza 
nulă aparţin axei de rotaţie; 

— toate punctele au vitezele con- 


a . \ k y 
ținute în plane perpendiculare pe Sa 255 BA 
axa de rotație Oz; Sel die ESAN 
— toate punctele aflate“ pe- o ă 
dreaptă perpendiculară pe axa de. Fig. 8.7 


rotație şi o intersectează într-un 
punct, au vitezele proporționale cu distanța lor pînă la axă, iar direcția 
vitezei este perpendiculară pe rază; 

— toate punctele situate pe o dreaptă paralelă cu axa de rotaţie au aceeași 
viteză. 

Distribuţia acceleraţiilor. Vectorul acceleraţie se obţine prin derivarea 
vectorului viteză şi rezultă observînd că: te 


Nie 
|l 
Qı 
3 
Ri 
Il 
>y 
~y 
+ 
> 
X 
Q 
îi 


În ce priveşte vectorul s, acceleraţie unghiulară, eleste e= k= ok ek 
a= ek KEF ok Xlok xi; a eh xX EHO [(RFR F). 
Exprimînd analitic, se obține : pi 


É aghiu [ile rojație bloc aj-atdza-a Ştei Re 
ă=exXfî+ouwoXxo=|0 0 Gla) (0) W 
m aly z| d=y o% xw 0 
d = (—e-y — o*r) + (ez — o?-y)j. (8.18, a) 


Proiecţiile accelerației pe cele trei axe ale triedrului mobil vor fi: 
$ BG i91 10i pi aq ) fti 2] 13920 
Qr > e O E ay > ez — 02; az = 0., 


Distribuţia de acceleraţii are următoarele proprietăţi: ` is! enabi 

= — Toate punctele aflate "aci 

puncle cu acceleraţie nulă. 
sint nule, adică: 


pe axe de rotație au acceleraţie nulă şi sînt singurele 
Vectorul acceleraţie este nul dacă componentele sale 


da = — e: — os =0j a, = Err = 02:y =0; a, =0. (8.18,b) 


Acest sistem de ecuaţii este omogen, determinantul său : 


t 


= wi să n (8.1) 


„E oil? Dat 


f Most Eog! tari || 


este diferit de zero deoarece w și € nu sînt simultan nuli, dacă avem mișcare. 
Rezultă soluţia banală z=0;y = 0, ceea ce arată că numai punctele: de pe 
„axa de rotație au acceleraţie nulă, per pl ab 
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Tig. 8.8 


Vectorii accelerației au suporţii cuprinși în plane normale pe axa de rotaţie. 
Acest lucru este evident deoarece componenta a; = 0. 

— Acceleraţiile punctelor de pe o dreaptă perpendiculară pe axa de rolație, 
care intersectează axa de rotație într-un punct O, variază liniar astfel că virfurile 
vectorilor acceleraţie ale diferitelor puncte de pe dreapta A se află pe o 
aceeași dreaptă, scalarul acceleraţiilor fiind proporţional cu distanţa de la 
punctul respectiv la axa de rotaţie, iar direcţiile acceleraţiilor făcînd un unghi 
constant cu dreapta A (fig. 8.8). 

Se consideră dreapta A drept axa Or şi un punct oarecare de pe această 


axă A(x =l, y —0, z = 0). Expresia accelerației este : az = — s:y — or = 
= — lwo; ay = kert — oy = + lee; a =0. ; 
Rezultă: |a| =l Je + ot (mărimea accelerației); (8.20) 
tg e = = El (direcția). (8.21) 
lazl- o? 


Punctele situate pe o dreaptă paralelă cu axa de rotație au aceeași accelerație. 
Se observă că în expresia componentelor accelerației nu apare cota z a punc- 
tului astfel că se deduce că mărimea şi direcția accelerației depind numai de 
coordonatele z, y. ) 

„În figura 8.9 este reprezentată viteza și accelerația unui punct P al rigidului 
în rotaţie. i $ 


} -8.4. MIȘCAREA ELICOIDALĂ 


8.4.1. MIȘCAREA ELICOIDALĂ SIMPLĂ 


Un corp solid rigid are o mișcare elicoidală simplă dacă izometria, care 
face să corespundă poziţia sa la un moment (e cu poziţia sa la un alt moment č, 
este rezultatul unei mișcări de translație și a unei mișcări de rotaţie în jurul 
unei axe paralele cu direcţia de translație, 7 17 1oan> ian à 
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Se consideră un sistem de referință R format 
de punctul O şi baza 2/k solidar cu un corp solid 
rigid (C) (fig. 8.10) și un alt sistem R, format de 
punctul O, şi baza îs; Ju k. Dacă în momentul to 
sistemul R coincide cu R, se poate observa că 
pentru a trece de la sistemul R, la R se poate 
efectua în prealabil o translație 0,0, care trans- 
formă R, în sistemul R, (0:,7-k) urmată apoi de 
o rotaţie cu un unghi 0 care transformă R, 
în R. 

Corpul solid (C) este solidar cu sistemul R. 
Rezultă că vitezele punctelor sale în raport cu R 
sînt nule, iar în raport cu sistemul R; expresiile 
vitezelor punctelor sînt: Fig. 3.10 


A Gl E RI 
Ör, (M) = k x OM. (8.22) 


Pentru a obţine viteza punctului M în raport cu sistemul R, se adaugă 
viteza de antrenare a sistemului R, faţă de R, şi se obține : Ür, (M) = 


= On,(0) + Ür, (M): Dacă se, notează 0,0 = hk T = se poate, scrie 


ay 


öp (M) = H k +'ok x OM, | (8.23, a) 


Primul termen' constituie viteza de translație, dar al doilea: constituie 
o viteză de rotaţie. Cei doi termeni formează împreună componentele vitezei 
unui punct M al corpului solid rigid sub acţiunea unui torsor cinematic. 


Acest torsor cinematic are în punctul O componentele ; 4 k şi n k; prima com- 
dt danaa ) 


ponentă fiind o viteză unghiulară de rotaţie, iar a doua o viteză de translație 
e corpului solid rigid (C). Axa de rotaţie este axa centrală a torsorului cinema- 
ic HARO OE 
„Pentru acceleraţii vom avea: 
A CA DRP cita e ne pet E mc ei 
är, (M) =p ET e x 0M ro Xox OM) i -(8.23,b) 
8.4.2. MIȘCAREA ELICOIDALĂ INSTANTANEE . 
În cazul unei mișcări oarecare a corpului solid rigid C, luînd: în. conside- 
rare două puncte:0, și M ale sale, se-poate scrie relaţia: q 
lidon Dan. = do) Fo x OM. (8.24) 
În acest caz, torsorul cinematic are în punctul O, componentele © și Do,- 
Pe axa centrală a torsorului, pentru 'un punct oarecare P se poate scrie că 
vectorul e și viteza punctului P sînt proporţionale, și deci : dp) = aa. 
Un punct oarecare M` al solidului are o viteză dată de relaţia: 
l „dan = Üe t o x PM 
sau : 
| dup = a ok o X PM. 
În concluzie, se poate afirma că axa centrală a torsorului cinematic este 


la un moment oarecare axa de rotație a unei mișcări elicoidale simple. În 
acest caz, axa centrală este axa instantanee de rotaţie a corpului solid rigid. 
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8.5. MIȘCAREA PLAN-PARALELĂ (PLANĂ) 


8.5.1. DISTRIBUȚIA VITEZELOR 


Pornind de la formula lui Euler pentru distribuţia de viteze într-un Corp 
solid rigid, se poate spune că un corp are mișcare plan-paralelă (plană) dacă are 
simultan o mişcare de rotaţie în jurul unei axe și o mișcare de translație după 
o direcţie perpendiculară pe axa de rotaţie, adică o L do. Sistemul de axe Oz 
este considerat fix, iar sistemul de axe Ozyz este mobil şi solidar cu corpul 
solid rigid care se rotește în jurul axei Oz cu viteza unghiulară co și are simul- 
tan o mișcare de translație cu viteza i, paralelă cu planul zoy, deci perpen- 
diculară pe axa 0z (fig. 8.11). Expresia vitezei unui punct oarecare M, deter- 
minat faţă de sistemul mobil prin vectorul de poziţie 7, în raport cu sistemul 
de referinţă fix O,zuy,za este dată de formula lui Euler : 


pa E fe 
üy = Üs F OXF = Üi + d] +|0 0 ol; Da = ilvoz — oy] + 
TUEA 
o E oz]. (8.25) 


Se observă că viteza punctului M nu are componentă după axa 0z, de 
unde se deduce că punctul M se mișcă într-un plan paralel cu planul z,0,y, 
care este permanent paralel cu planul xOy. De aici a rezultat şi numele de miş- 
care plan-paralelă. 

Se observă, de asemenea, că există puncte care au la un moment dat viteza 
zero ; acestea au coordonatele : a 


ge Da „i =a lt E arbitrar. (8.26) 
o w 


Aceste puncte, care au la un anumit moment viteza zero, se găsesc pe o 
dreaptă paralelă cu axa Oz în jurul căreia rigidul are o mişcare de rotaţie cu 
viteza unghiulară œ. Această dreaptă își modifică de la un moment la altul 
poziția. Ea înţeapă planul în care se mișcă punctul M într-un punct I care 
poartă numele de centru instantaneu de rotaţie. Locul geometric al poziţiilor 
succesive ocupate de centrele instantanee de rotaţie, văzute dintr-un sistem 
de referință fix, poartă numele de centroidă fixă sau bază. Locul geometric al 
poziţiilor succesive ocupate de centrele instantanee de rotaţie, văzute dintr-un 
sistem de referință mobil, legat de corp, poartă numele: de centroidă mobilă 
sau rostogolitoare. 

- Rostogolitoarea- este permanent tăngentă'la bază în centrul instantaneu 
de rotaţie şi se rostogolește fără alunecare peste bază. Axa instantanee de 
> - F rotație este în realitate în mișcare, atît 

41 z TEN față de sistemul de referință mobil, cît 

i 3 ) şi față de cel fix. Axa instantanee de 


A 
p Axa instantanee 


rotație şi implicit centrul instantaneu de 
rotație. prezintă: importanţă și interes 
prin faptul că distribuția de- viteze 
pentru punctele corpului solid rigid este 
pentru un anumit moment identică cu 
„cea pe care ar avea-o corpul dacă s-ar 
roti în jurul axei ce ar trece prin centrul 
instantaneu de rotaţie al corpului cores- 
Z tarti punzător “poziţiei respective. Pentru un 
Fig. 8.11 moment imediat: următor avem alt centru 
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instantaneu de rotaţie şi altă 
distribuţie de viteze. care ar 
corespunde mişcării simple de 
rotaţie în jurul noului punct. 

În figura 8.12 este redată 
poziţia centrului instantaneu 
de rotaţie I atit față de siste- 
mul de referinţă fix prin co- 
ordonatele č, şi m, cît şi față 
de sistemul de referinţă mobil Fig. 8.12 
prin coordonatele č și %. 

Vectorul de poziţie al centrului instantaneu de rotaţie Z faţă de sistemul 
fix este dat de relația Jp ar F (8.27, a) unde 7, este vectorul de poziție al 
originii sistemului de referință mobil, iar 7 este vectorul de poziție al centrului 
instantaneu de rotație I față de sistemul mobil. j 
Se mai poate scrie: 


Eri, t Mali = is E-i +n. (8.27, b) 


Derivînd în raport cu timpul, se obține: 


AER PETE a] FETE pu. 


Dar se poate observa că: 


"Din această relaţie rezultă: 


Dai: ăi =E, 
şi A el cu (d): rezultă : ds? = ds?. j; (8.28) 
esse relaţii ne arata că arcele pe cele două curbe sînt egale, fapt ce demon- 
= o că rostogolirea se realizează fără alunecare peste bază. i 
h ii se a în considerare segmentul O'M (v. fig. 8.11), 0' fiind punctul 
ză P 28 e rotaţie ce se află în planul în care se mişcă punctul, M şi se ra- 
planul acesta în planul hîrtiei (fig. 8.13, a), se constată că toate punctele 


Fig. 8.13 
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segmentului au o aceeași viteză de translație ñ, și o viteză de rotaţie în jurul 
punctului O a cărei mărime este dată de relația: Ūro = 0 X OM. 
Viteza punctului M este deci: 
dp = Üs + ©% x OM. (8.29) 
Poziţia centrului: instantaneu de rotație se determină ducind normale la 
vitezele a două puncte ale segmentului OM (fig. 8.13, b). Distribuţia vitezelor 
punctelor de pe bara OM este identică cu aceea ce rezultă din mișcarea de 
rotaţie a barei OM în jurul lui Z. Se pot scrie relaţiile : 
v =|10 osos ~ Mo; u= | IN lo. (8.30, a) 
Dacă se cunoaşte viteza unui punct ca mărime și sens se poate determina 


Vii o aSo y & > 
viteza unghiulară, și anume: o =— şi rezultă mărimile celorlalte viteze : 
f 10 


(8.30, b) 


v= | IM] “psi Vy = | IN: 


8.5.2. DISTRIBUȚIA ACCELERAȚIILOR ÎN MIŞCAREA PLAN-PARALELĂ 


Formula lui Euler pentru distribuţia accelerațiilor aplicată în cazul mişcării 
plan-paralele are expresia: ` i 


a e Boxe x(0 xi) e a Ele AEA) 


În această relație, dy este accelerația de translație, iar dy este accelerația 
punctului M determinat .de vectorul ñ. Dacă se consideră un segment AB 
care are o mișcare de translație cu viteza și accelerația punctului A, iar punc- 
tul B are o mișcare circulară cu centrul în A și raza AB = F.cu viteza unghiu- 
lară œ şi acceleraţia unghiulară e relaţia de mai sus se poate scrie : 

9) dp = Ga + pa X AB T oga X (Oga X AB); 
aaa so be sug āz = ut ega X AB — w AB 
sau : 3 (i | ; 

j 5uj „dp = ü4 + pa H Ba Í i (8.31,b) 

În figura 8.14 este arătat modul de obţinere a accelerației dp din acceleraţia 
de translație â, şi acceleraţia datorită rotației lui B faţă de A, âpu. Pentru 
a ușura determinarea distribuţiei de acceleraţii este util să se determine 
punctele solidului care au accelerația nulă. Punctul din planul în care se 
mișcă corpul solid cu mișcare plan-paralelă ce are acceleraţie nulă poartă 
numele de pol al acceleraţiilor şi îl notăm cu P. Acceleraţia punctului B, ās, 


GA 


ga pa =Ẹ xA 
Fig. 8.14 
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Fig. 8.15 


poate fi exprimată prin referire la polul acceleraţiilor prin acecași relaţie de 
mai sus, înlocuind punctul A prin P, şi se obține: 


5 = = =v 
de = ap + är -L (pp: 


Se observă că dp =0. În acest caz acceleraţia d este dată de relaţia 
(fig. 8.15): pepa KA 
äs = üp | åp =€ X PB —o::PB; (8.31, c) 


Mărimea accelerației 4, este: 


| äp = PBE F o (8.32, a) 


Mărimea distanței de la punctul B la polul P este : 


BB = ey; (8.32, b) 


IE 


direcția aceelerației este dată de mărimea unghiului : 


isp > 


Se! 


(8.32, c) 


„Ca atare, dacă se cunosc acceleraţia unui punct oarecare äp, accelerația 
unghiulară e și viteza unghiulară œw, se poate determina polul acceleraţiilor. 
Distribuţia acceleraţiilor în mișcarea plană este identică cu cea dintr-o mişcare 
de rotaţie cu viteza unghiulară w şi acceleraţia unghiulară e în jurul unei axe 
ce ar trece prin polul acceleraţiilor. 


Coordonatele polului acceleraţiilor se determină uşor anulind valoarea 
accelerației unui punct oarecare : 


i o isj ijuk ; ajak 
dp= o +e xX EE oXl(oXF)= azi Hay HOO Ell o 0 ol= 
7 TRYER —yo oz 0 


= (az — eu er) (aspir leit —0%:9)j = 0, 


notînd cu u şi v coordonatele polului accelerațiilor x = u şi y = v, se obţine: 


2 z 2. 
OAs — Ea, STARIS E: dis T Ody ă 
ez zi ei ii SEA 0 iii a 0 pă 


Lă 
wt+ e: i] ; ott e 


Vectorial aceeași expresie se obtine scriind că punctul B devine polul acce- 
leraţiilor ; ca 


u = 


(8.33) 


ās=0 = äp = F EXE —0i = 0, (8.34) 


4 Înmulţind vectorial cu e ambii termeni ai acestei relaţii şi rezolvind ecuația 
vectorială în raport cu vectorul de poziţie 7, se găsește: 
e | exato a, 
P mara . (8.35, a) 


g 


Rezultă vectorul de poziţie faţă de sistemul fix al polului acceleraţiilor P 


aia 
pi 
/ 


NE PR E OET E T (8.35, b) 


sot E 


Coordonatele polului acceleraţiilor faţă de sistemul fix vor fi: 


Com? — Ayi 'E Cozi E F doy’ 0? 8.35, o) 
Ü A TEE TIT see A) fil lea pe ( 
Lp 1 S a I | L Ee, E 


r, 


Coordonatele polului accelerațiilor faţă de' islam de referință mobil vor fi ʻi: 


Ase’ 02 — Agy E $ lza’ E -F doy’ 0? 
o e că E i a ae de e pe, (8. 35, d) 
ai + e: otp e? 


Distribuţi ja SGAN: în cazul mişcării plane este identică cu' aceea ce 
ar rezulta dintr-o mișcare sim plă de rotaţie cu viteza unghiulară œ şi accele- 
raţie unghiulară s, în jurul unei axe ce trête prin porgi acceleraţiilor je de 
coordonate UV. 

Dacă se alege un nou sistem de e iorunță mobil, astiel ca originea sa să 
coincidă cu polul acceleraţiilor, expresia „coordonatelor se obţine printr-o 
translație : Ca IS IRI) =y T v; z = 7. 

Expresia accelerației unui punct oarecare M va deveni : 


ăSă + exi + oX (0 X1) = lasa — (e-v + o?u) — ey’ — oa ]i + 
F (ao, an eoU a OR EPA ORAN sila 
Dar : Qos — €V —o2:u =0 şi day + e: caca EN: 


Se obține : © 
fooni lg, Ponsioen otg py (esti oing aq a=0. -(8.36) 


“Aceste. expresii. "Sint! Sy emai 4 acelea, ale. ‘accelerat aie punct Ma, y) al 
corpului, , în cazul mișcării de rotaţie | cu viteză unghiulară "o. Si accelerație 
unghiulară e, în jurul unei axe ce trece prin polul P şi este, > antici pa pe 


planul în çare se efectuează mişcarea. 
i Lie a cae cei: 


8.5.3. .METODE GRAFO-ANALITICE PENTRU DETERMINAREA DISTRIBUȚIEI VITEZELOR 
j $I ACCELERAȚIILOR. PUNCTELOR: UNUI CORP. SOLID ~ D Re 
CE ARE O MIŞCARE PLAN-PARALELĂ 


Distribuţia vitezelor, se poate determina prin 'mai multe metode, dintre care 
cele grato analitice sînt cele mai operative. 


Metoda bazată pe determinarea ca 
instantaneu de rotaţie. Pentru a putea folosi 
această metodă este necesar să se cunoască 
„ direcția vitezelor a două puncte şi mărimea şi 
“i “sensul uneia din ele. Dacă se consideră , placa 
ABC care are o mișcare plan-paralelă şi se 
cunoaște viteza punctului A ca mărime, direcţie 
„Și sens și direcţia vitezei altui punct, de exem- 
pl E, se, poate. determina viteza o ( i 
A punct al plăcii (tig. 8. 16). Centrul instantaneu 
9 Fig, 8,16 d6 rotație" se determină ducînd normalele la 
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vitezele v4 şi direcţia v în punctele A și B. La intersecţia lor se află punctul 
I, care.este centrul instantaneu de rolalie. 
Dacă se cunoaşte mărimea vitezei punctului A se pot scrie relaţiile : 


= IA-o şi Vp = IB w şi vo = Cw. 


A Tei x 3 v 
Viteza unghiulară rezultă din prima relaţie: w Ce Cu 
Pentru celelalte viteze, se obţine : 
v v DA 
v= IB; vo =IC-; vy =IM:0 =IM—: 
Sima bul A dig dani eul ka ZA 
Sesmentele ce reprezintă razele IA, IB, IC, IM etc. se măsoară pe desen 
şi folosind o scară convenabilă se efectuează calculul cuvenit. 


Metoda bazată pe teorema proiecţiilor vitezelor, Pornind de la relația de 


legătură între. vitezele a: două puncte A şi B : 0s = Pat oga X AB, ,= DaF 
F pa se poate arăta că proiecţiile vitezelor pe direcția AB sînt egale, adică- 
Aa = Bb (fig. 8. je): 


Bo -2272 S ELADO COLA ADAD y, (8.37) 
IAB] IAB] |A BI 


Dacă 'se consideră o placă ABC care are o mișcare plan-paralelă la care se 
cunoaște viteza unui punct A ca mărime, direcţie și sens şi direcția A a vitezei 
unui alt punct B, folosind teorema de mai sus se poate determina mărimea 
şi sensul vitezei lui B și apoi a oricărui alt punct (fig. 8. 18). 


Conform celor arătate mai sus, există relaţia Aa = Bb și, ca atare, pe 
„dreapta AB se măsoară segmentul Bb = Aa, plasîndu-se literele, mici în 
același sens. În punctul b se proiectează vîrful vitezei punctului B ; rezultă 
că acesta se va afla pe dreapta bb’ | AB. Deoarece se cunoaște că suportul 
vitezei lui B îl constituie dreapta A, rezultă-că vîrful vectorului 7p se va afla 
la intersecția acestei drepte cu bb'.- 


Pentru a afla viteza punctului C se poate observa că proiecția vitezelor 
“punctului de pe dreapta BC este BI, = Cc;, virful vitezei punctului C se 
proiectează în c, și ca pe dreptele AC şi BC. Ducînd normale în c; şi ca pe dep 
tele AC și BC, acestea se intersectează: în: virful vectorului “vitezei lui C. 
Se obține vectorul do. + 


9) BIS o ui al D e 


Metoda planului vitezelor. Este. o! îsetodăi grafo-analitică « ce. se. bazează 
pe ecuaţiile se iul ale; lui: Euler si pei teorema asemănării. gb Ère 


ina sai 


iu! te vnbaumevioa i P ln done ivittgțIod iunie ni 


glasati Pg 817 radu it Visiter ab non, Figs invita n 
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— Mecanica şi rezistenţa materialelor — cd, 164 


Fig. 8.19 Fig. 8.20 


Se numeşte plan al vitezelor, figura formată de vectorii 54, Up de, aplicaţi 
într-un același punct, polul p, reprezentînd vitezele punctelor A, B, C de 
pe corpul în mișcare plană (fig. 8.19). ză ip | 

Se construieşte deci pa = î4, pb = în, Pc = Ve, obţinînd și vectori de tip 
ab, bc, ca, ce se notează ab = pa etc. 

Se vede că pentru două puncte oarecare ale corpului avem : 


Pe de altă parte, din formulele lui Euler, scrise pentru două puncte A 
şi B, avem: aah > a 
o Ve =Dyt+ox0B; 


0a F o XODA 


Deci ta: A Ge ; 
tipi o, La x AB, 3 haine (8.39) 

sau i THEOK iubi ) da vez ga S j: Ananos ğ a : SEES 

unde e a o Ed x 48 ia (8.40) 


reprezintă viteza lui B faţă de A considerat ca punct fix (fig. 8.20). 


Rezultă că.p ih AB, respectiv ab LAB, analog be JE BG; ca. Ca. (8.41) 


Aceasta conduce la proprietatea cunoscută sub numele de „teorema ase- 
mănării“, care afirmă că: Aabe= A ABC, este rotit cu 90° în sensul lui «, 
raportul de asemănare al laturilor omoloage fiind w. 

Într-adevăr, contorm formulei de tip z4, se poate afirma că laturile omo- 
loage fiind perpendiculare, figura abc este rotită cu 90 în sensul lui %. 

În ceea ce priveşte modulele vectorilor viteză ; 


lösa | =| || AB] sin 90° sau ab = AB-o, 


deducem că: sabi Ne eeki = 0), 
i AB BC CA 
deci raportul de asemănare este egal co, 
Rezultă că fiecărui punct din planul vitez 


omolog în planul corpului ; astfel, lui A îi coresp 


Se ia, de exemplu, cazul unui mecanism patrulater O,A BO; care imprimă 
plăcii ABC o mişcare plan-paralelă. Se cunosc w și toate elementele geo- 
metrice. Se cere să se determine dc (fig. 8.20, a). 

Punctul A descrie un cerc cu centrul în 0,, raza O,A, cu viteza v4 = 0,4. 
Punctul B descrie un alt cerc cu centrul în 02, cu raza OA. Pentru viteza sa 
se poate scrie: Öp = Da + Una 

Dar dna L AB şi se deduce că virful vitezei üp se află pe direcţia perpen- 
diculară pe AB ce este dusă din virful vectorului echipolent cu 54 dus din 
polul O (sau din punctul B). 

Dacă din originea vectorului echipolent cu 5, (fig. 8.20, b) se duce o paralelă 
la direcţia vitezei p a punctului B, se obţine, la intersecţia cu dreapta per- 
pendiculară pe AB, vîrful vectorului 53. Pentru a determina viteza punctu- 
lui C se poate porni de la vitezele punctelor A și B care se cunosc. Astfel: 
do = Dat Üca Şi Do = pt Doe. 

Din virturile vectorilor 5, și Öz se duc direcţiile vectorilor Sc, și, respectiv, 
de» perpendiculare pe AC respectiv pe BC. La intersecţia lor se găseşte vîrful 
vitezei o al punctului C., Unind polul.0 cu c se obţine o. 


Metode pentru determinarea acceleraţiilor. Metoda polului acceleraţiilor. 
Metoda este analoagă metodei centrului instantaneu ce s-a folosit la viteze. 
Pentru găsirea polului P (fig. 8.21, a), dacă se cunoaşte complet acceleraţia 
unui punct â4, precum și c, e, atunci se calculează 


se măsoară unghiul "p, înțsensul lui e, de la direcţiajă cunoscută, obţinîndu-se 
dreapta pe care, la distanța AP = se: găsește polul acceleraţiilor P. 


e? F o 


í 


Fig. 8.21 AR 
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Ga Cunoscînd pe P, se va putea determina 

aN accelerația oricărui punct, el avînd rolul 

F 1 de centru al accelerațiilor. Dacă sînt 
a’ cunoscute direcţiile a două accelerații 
ăn Şi dp, precum şi w şi e, atunci polul P 


/ J C se găsește la intersecția direcțiilor acce- 


bd leraţiilor normale, direcții obținute prin 


. . E n 
p măsurarea unghiului dat de tg ọ = — în 
(O 


a b sensul lui e (fig. 8.21, b). 

Caz particular: dacă w = ct, atunci 
e =0,; teo =0; a'=0, rezultind . că 
polul P se găseşte la intersecţia acceleraţiilor totale care sint totodată şi nor- 
male (fig. 8.21, c). 

Va rezulta: aa = ax => PA ror; ag =ae = PB-o?. 

Metoda planului acceleraţiilor. Metoda este analoagă celei de la planul 
vitezelor, bazîndu-se pe formulele lui Euler și pe teorema asemănării. 

Se consideră trei puncte A, B, C care au acceleraţiile respective â,, dp, đe 
(fig. 8.22, a). Se construieşte planul acceleraţiilor, alegind un pol p în care se 
aplică vectorii pa, pb”, pc! echipolenţi cu, dx, dz, dc (fig. 8.22, b). Se for- 
mează vectorii de tip a'b’, b'c’, ca, unde: 


Fig. 8.22 


ab => pb' Ave pa' E dp RA äa ze arae b'e Aa (lay 3 ča’ cx aoh 


Din formulele Euler scrise pentru acceleraţiile dintre două puncte, 'de 
exemplu A şi B, se obţine: = qi SSN : ; 


ex 0A +o x(x 0A); 


â4 = do sie 
D a E RA (8.42) 
äg JONE e xX OB +o x (w x 0B). 
Scăzînd expresiile, rezultă: ` zA 
4 NE o == = L 
în =ã; + &x AB +0 x (© x AB), (8.43) 
sau i s N ; 
dn = ā4 + da + äga (8.44) 
unde e x AB = da şi œ X (© xX AB) =a. (8.45) 


Teorema asemănării consideră că Aa'W'c' ~ AABC, este rotit față de 
acesta cu m — o, în sensul lui e, raportul de asemănare a laturilor fiind 
V g? + of, | 
_ Într-adevăr, se observă că unghiul ascuțit. e dintre direcţiile vectorilor 
AB şi da este dat de formula cunoscută tg p AN 


w? 


l 


Unghiul dintre sensurile pozitive ale celor doi vectori, AB şi a'b’ este m — e 
măsurat în sensul lui e, Deci cele trei laturi ale Aa'b'c sint rotite față de 
laturile omoloage ale AABC cu r — Pe deci triunghiur 
avînd unghiuri egale, 


ile sînt asemenea, 


Cum : 


Upd a (asa): + (axa) = AB Je + ot = a'h’, 


rezultă T5 mG So = 

Din cele prezentate rezultă că fiecare punct din planul accelerațiilor repre= 
zintă omologul unui punct din planul corpului. Astfel a' este omologul lui A, 
b al lui B etc., iar polul acceleraţiilor p din planul acceleraţiilor este omologul 
centrului acceleraţiilor P al corpului respectiv. 


8.6. MIŞCAREA DE ROTAȚIE A UNUI CORP SOLID RIGID 
ÎN JURUL UNUI PUNCT FIX 


Se consideră un corp solid rigid (C) care se poate mişca în jurul unui punct 
fix O, astfel că un punct al solidului coincide în permanenţă cu punctul 
fix 0,. O astfel de mișcare se poate realiza cu o articulaţie sferică, astfel că 
rigidul poate efectua numai rotații. Această mişcare se mai numeşte şi miş- 
care sferică. 

De corpul solid rigid se solidarizează un sistem referenţial 0ijk(R) şi mobil 
aţă de sistemul Ok (Ro) în raport cu care urmează a fi studiată mişcarea 
corpului (fig. 8.23), astfel încît 0, = 0. 

Se poate proceda la transformarea sistemului R, în R prin trei rotații 
succesive, și anume : 3 
` R (0i, jiÑ) > R'(Oa7k,) prin rotirea cu unghiul V în jurul -axei (0k.) 3} 
i. R' (Onk). i R"(Oa5k) prin rotirea cu unghiul 0 în jurul axei (04); 

- R(Oask) > R(OijR) prin rotirea cu unghiul ọ în jurul axei (0%). 
4 Vectorul viteză al unui punct M al corpului C în raport cu sistemul R, 


este nul, iar în raport cu sistemul R" este: 


S 


üg (M) = k x OM (8.46) 
E A e 


Pentru a obţine expresia vectorului viteză, în raport cu sistemul R’, este 
necesar să se adauge viteza de (transport) antrenare a punctului din R” 
în raport cu R': 


zaf do = === Za l 
tx (i1) = K X OM + Ea x OM. (8:47) 


În mod asemănător, pentru a obţine yi- 
teza în raport cu sistemul R,, se adaugă 
viteza de antrenare (transport) a unui punct 
din R’ faţă de sistemul R, şi se obţine: 

TE Se d SEA pi e zi 
ön, (M) SIRK OM + 
dð == o 
Da x OM + EX OM. (848) 


„Dacă se, notează :, Sp 

— q E ap i se pa 

Ge Eg up Aa pi ps AR Ai PE i 
dt dt at Fig. 8.23 


t pè 
iiy 


UT 


Y, 0 şi e fiind cunoscute sub numele de unghiurile lui Euler (4 — unghiul 
de precesie ; 0 — unghiul de nutaţie ; ọ — unghiul de rotaţie proprie), se 
poate scrie: 


în (M) = o x OM 


© fiiud vectorul viteză unghiulară de rotație a corpului solid (ù) în mișcarea 
sa faţă de sistemul R}. $ f 
Expresia vitezei unui punct M oarecare, arătată mai sus : In, (M) T w x 
xX OM se mai poate scrie : Ör, (M) = w X î, unde F este vectorul de Poziție al 
punctului JM de coordonate x, y, z în raport cu sistemul referential R, 
Vectorul © este un vector de modul şi direcţie variabilă ce trece permanent 
prin punctul fix O şi are o expresie analitică de forma : 


GO = Op F Oy] kt ozk; 


i k 
Ür, (M) =S DS IPES Og Oy 0z 
Ta EA 


Dr (M) = [oz — ozyli + [lore = orz] + loz-y — wy 2]k (8.49, a) 


Pentru a găsi punctele de viteză nulă se pune condiția : a, (M) = oxi=0 
care este satisfăcută dacă i =0 (punctul fix) şi dacă F =A-0 (condiţia de 
colinearitate). 

Această expresie arată că punctele de viteză nulă se află la un moment dat 
pe o dreaptă variabilă ce trece permanent prin punctul fix 0. Această dreaptă 
poartă numele de ază instantanee de rotaţie. Ecuația axei instantanee faţă de 
sistemul mobil rezultă din condiția de „colinearitate și are expresia : 


Tss y A izrinotoi J9- JIO l 
Oz _ Oy 0) 


a SO A E sad : 
lar în raport cu sistemul de referință fix are expresia : 


TIN: siz iaa r 
a aa a Aio a Ugia) 
1 1 Lai 
Locul geometric al poziţiilor succesive ocupate de axele instantanee de rota- 
ție, atit faţă de sistemul fix (axoida fixă), cât şi cel faţă de sistemul mobil 
(axoida mobilă), sînt conuri ce poartă numele de conurile lui Poinsot, şi anume 
axoida fixă poartă numele de con herpolodic, iar axoida mobilă se numeşte 
con polodic. Cele două conuri sînt permanent tangente între ele pe o genera- 
toare care este axa instantanee de rotație. Conul polodic se rostogolește fără 
alunecare peste conul herpolodic, WI tii ii i € = 
ME aia accelerațiilor. Derivînd expresia vitezei vr, (M) = oXF se 
obține : 


20, (M) = 6x AOX TXA (8.50, a} 


unde € =w este derivata vectorului viteză unghiulară şi este un vector al 
cărui suport este diferit de cel al vitezei unghiulare w, adică cei doi vectori nu 


sînt coliniari, Rezultă că Ap, (M) este nulă numai pentru A= 0, adică pentre 
nnnetul fix, | A) 
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| A 
| Se poate reţine, deci, că în cazul mișcării solidului cu punct fix distribuţia 
| de acceleraţii nu poate fi redusă sau asimilată cu distribuţia unei alte mișcări 
mai simple. Termenul ex reprezintă acceleraţia tangențială, iar termenul 


a x (o X F) reprezintă accelerația axipetă. Expresia analitică a accelerației 


este : 4 4 | 
Sa) k l ] K 
â=|e, Ep ezl + Or oy (7 (8.50, b) 
EI PAL Oy — Op Oz op Oz — Wyt 


87. MIŞCAREA GENERALĂ A UNUI CORP SOLID RIGID 


Pentru a studia mișcarea generală a unui corp solid în raport cu un sistem 
referenţial (R,) (O.i.,ju,k) vom folosi următoarele sisteme referenţiale inter- 
mediare (fig. 8.24): 

e sistemul (R) (0, i, j, k) unde punctul O este un punct al corpului solid, 
iar vectorii ii Jas k sînt paraleli cu vectorii i. ie k; 7 

e sistemul (R,) (O, i» J2 ka) solidar cu corpul solid. Poziţia corpului solid 
este determinată, în raport cu: sistemul de referință (R,) (0.i./ ji.) considerat 
fix prin: : 

— coordonatele £o, Yo; Zo ale punctului O; 

— unghiurile lui Euler, y, 6, e, ce permit trecerea de la sistemul (R) la (R,). 

Rezultă că mișcarea generală a corpului solid este o mișcare ce se exprimă 
prin şase parametri. Aceasta înseamnă că în acest caz corpul solid are şase 
grade de libertate. Se observă că mișcarea corpului solid. în raport cu siste- 
mul (R) este o mişcare de rotaţie în jurul unui punct fix. Expresia vitezei unui 
punct M în raport cu O este dată de relaţia: 


în(M) = o x OM. (8.51) 


Pentru a determina viteza punctului M în raport cu sistemul referenţial 
(R.), este necesar să se adauge viteza de transport a sistemului (R) faţă de 
(R,). Aceasta este viteza de translație a corpului solid și este egală cu viteza 


punctului O în raport cu sistemul (R): Vit i î i 
Í . Viteza punctului M în ra - 
mul referenţial (R,) este dată de relația : y Pon a Se 


Õrn, (M) = în) + o x OM = DERE Ba 


A Componentele pe cele trei axe -ale vitezei 


Vo= Vos oyez — ay; 
Vy= Doy F ort — wrz; 
| 
D= Voz + Oz" ~y Tt (8.52) 


Dacă vectorii Da, (M) și © sînt coliniari, atunci 
există puncte pentru care Öm(M) =à- o, adică Fig. 8.24 
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în care vitezele sînt paralele. Această condiţie se 
F poate ‘scrie analitic sub forma : 


Var 
Vz Vy V; 
— TI o — P 
(O77 Oy Uz 
sau: Vor + Op'Z — O'Y _ Voy t Oz% — Oz'Z 
Oz Oy 
Pe tr 
2] i, (8.53) 
Ww a, 


Aceste ecuaţii reprezintă axa instantanee a miş- 

cării elicoidale la care se reduce mișcarea generală 

Fig. 8.25 a corpului solid. Această axă este paralelă cu suportul 
vectorului ©. 

Rezultă că în mișcarea generală a solidului ae Daia de viteze la un mo- 
ment dat, corespunzător unei anumite poziţii a corpului, se obţine conside- 
rind corpul solidar că ar efectua o mişcare e elicoidală în jurul axei instantanee 
a mişcării elicoidale, cu viteza unghiulară © și simultan cu o viteză de trans- 
lație ð de-a lungul axei de rotație instantanee. 

Locul geometric al pozițiilor succesive ocupate de axele instantanee de 
rotație, văzute din sistemul de referință fix, „este o PIURA glati şi poartă 
numele de axoidă fixă. 

Locul geometric al acestor axe, văzute dintr-un sistem de referință mobil 
legat de corpul solid rigid, poartă numele de azoidă mobilă. Cele două axoide: 
sînt permanent Pagie cipe: o cete pi care este tocmai'axa instantanee de 
rotaţie. . j ij 

Axoida mobilă se: rostogoleste fără, furia, în jurul generatoarei de con- 
tact, care este tocmai axa instantanee ` şi în acelaşi timp alunecă în lungul 
acestei generatoare cu o viteză care este tocmai viteza de translație a mișcării 
elicoidale. Se ştie că pornind de la expresia vitezei unui punct oarecare 
du d Fo X Tsè poate! demonstra că proiecția vitezelor punctelor pe direc 
ţia vectorului ©% este o constantă. Această constantă este tocmai 5, = dsr, 
viteza (de alunecare) de translație a mişcării elicoidale, şi este dată de 
relaţia : 


EN E9 TO EI o i AISNE BS 
Da aT Dae Ttua moa ADe 732 ine 
„lol Sa lol e [05] 
e fi: új = Bact d lacf La = consti: gè U Lt(e5d) 


Vo? + o + o? 


Distribuţia acceleraţiilor. Expresia accelerației unui punct oarecare M al 
corpului solid ce are o mișcare generală este : 


à du e d ECE poa i le 


ci i l d] Au! y + 


A i 7 ft LA - 
u doi +F ão’ jat a'h + | eg Ey RT asi d ovj Hork x 
pi sy iaeth 
9 (eN j i RA | Dat 
x Ogi li, Oyn iowgyhie & ia iT ), AU ie baz (8.55) 
DIDI pă EAREN "a pIa in Li 
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Componentele accelerației punctului AM după cele trei axe sint: 


11 05 — (02 + wi) + (Ory — Ey A (aa H Ey); 


pice Cloy — (o + 03) ia (ya — Ex)? + (ya F EL; (8.56, a) 
la = dos — (oz + wb) H (Orts — eyt H- (Oz'Oy F Ex)Y. 
Dacă componer ntele accelerației Qe dy ŞI az ale punctulii M pint nule, atunci 
punctul respectiv este polul accelerațiilor. În acest caz, ecuațiile : 
a =0; mw =0; «= 0 (3.50, b) 


constituie un sistem de trei ecuaţii liniare neomogene palet ji E 
Determinantul coeficienţilor este : 


—(0y + 02) Oz" 0y — Ez Osz n CI i 
A = |oy'Ooz + Ez (o +o) Oyz — Ez (8-56, c) 


loros — ey Wz Oy Her lor tiog) 
Efectuînd calculele, rezultă : 
NA Roe) (8.56, d) 


Dacă determinantul coeficienţilor A #0, adică œ și e nu sint coliniari, 
atunci există corespunzător la un moment și deci unei anumite poziţii a 
corpului, un singur punct de acceleraţie nulă. Acest ala oartă numele de 
polul acceleraţiilor şi se schimbă de la un moment la altul, În acest fel distri- 
buţia acceleraţiilor este la un moment, dat identică cu cea a unui corp solid 
rigid ce s-ar mişca în jurul unui punct fix, care ar îi tocmai polul acceleraţiilor 
determinat mai sus. Dacă determinantul coeficienţilor A = 0 se pot distinge 
două cazuri : — nu există punct de acceleraţie nulă și sîntem în situaţia 
mișcărilor de translație sau: de mişcare elicoidală ; — apare o: nedeterminare, 
adică există o mulţime de puncte de acceleraţie nulă aflate pe o dreaptă şi, 
ca atare, situaţia corespunde unei mișcări simple de: rotație sau unei mișcări 
plan-paralele. O “ii 


APLICAȚIA 1 


Bara OB = l se deplasează, astfel încît capătul O 'alunecă cu viteza Va 
constantă, pe dreapta 0t, bara rămînînd tangentă la cercul de rază R. Să 
se determine, cu ajutorul centrelor I şi P, viteza va, baza și rostogolitoarea, 
acceleraţiile punctelor A și I; aa ȘI dy. 


Rezolvare “> %9 IDLE RITES ij TON i 


Studiul vitezelor, Se{determină poziţia centrului instantaneu de rotaţie 7, 
la intersecţia P pe Alep vițezelon: Vv şi Va Deci : 


Vo = IO. epiky E 
Rezultă: va =. V = vasin 6. 
VA STA. o, S a Voa o sin ð 
Viteza unghiulară instantanee : O ami ÎN pam 00 a nR a d mia 
variabilă, 10. YA jmo 


121 


Fig. 8.26 


Pentru determinarea bazei și rostogolitoarei, se scriu coordonatele lui I 
faţă de sistemul de axe fix O,zy, şi mobil Oxy, astfel : 


[e ao 2 204 =Rig0; 


lua = RSnO a a IA Rig. 


Eliminînd parametrul 9, ecuația bazai este: ri — R2:a2 — R2y2 = 0, 
rostogolitoarea este parabola : y? = Rx. 
Studiul acceleraţiilor. Pentru determinarea polului acceleraţiilor P, se ob- 
servă că acesta coincide cu punctul 0, fiindcă vo = const. şi deci a, = 0. 
53 calul aia acog)or ia teii E E apaa na lui w, obţinînd : 


EERS ga la 2 sin? o- cos 0 — cos? Jò En 2 ctg 0(1 + sin 0). 


iar i 


Componentele accelerației a, pe direcţia tangentei și normalei sînt : 


ni jr” Aţi E gatit) 
ti R sin20 
SA 
DD Iz0 i Jaz paa „Do cos? 0, 
R sin. i 
Unghiul a acceleraţie și componenta normală este dat de: igo = 
(19) sin? 


ai gin grcos0" Unghiul e este negativ, deci vectorul a':se găseşte! la 
dreapta vectorului acceleraţie. . 
Componentele RER punetulni I vor zi: ; 


n) d | 


= Pas 54 vi cost0 cos: 0 


R sinto Sanie (| + str DR 


(ly 
e P S oi cos: Q 
R sin 
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| 
| APLICAŢIA 2 
| 
| 
| 


Cunoscînd elementele geometrice ale mecanismului din figură (8.27, a), 
poziţia dată de unghiul 45° şi viteza unghiulară constantă w a barei O,A, 
| să se determine viteza și accelerația culisei D, folosind metoda asemănării. 


Rezolvare 


Sludiul vitezelor (fig. 8.27, b). Bara O,A fiind în rotaţie, rezultă v4=A/2lo, 
| perpendiculară pe O,A, spre stînga. Bara AB este în mișcare plană. Se folo- 
seşte formula Euler pentru viteze : 


Dp = E Upa 
i TOSDE LOA |LBA 
în care direcţiile celor trei viteze sînt cunoscute, în plus și mărimea lui va. 
Se construiește planul vitezelor, din care rezultă : vg = vga = l-o. Punctul c, 
== = A E 1 
capăt al vectorului pc = Ďe, se obţine unind p, cu — ad; 
2 


rezultă : 


ve = Ju + E vya). = 2/5 


2 


Pentru bara CD aflată în mișcare plană, se scrie ecuaţia lui Euler : 
E: DI DITIAI TIHA ti LI] AJ 1 i 


sj j 318 


Do Üç ala Opc: 
> nale LDPE 


Din construcţia grafică rezultă : ai 


llig, 8,27 ni 
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Studiul acceleraţiilor (fig. 8.27, c). Pentru bara AB se folosește relația lui 
Euler : 


Ap = Ga ka F da 


[oA JBA LBA | 
unde : 


da = Vâlo2 îndreptată spre 0, 
apa = = a, îndreptată spre A. 


Dar, privind faţă de centrul de rotație Op, avem: 


dp = dp + di 


unde : 


Ducînd a; și direcţia paralelă cu az, se obține punctul b” de intersecție a 
a S = X 3 
celor două căi ; se deduce că aş, =0 și ciao 


Se obţine apoi punctul c' la jumătatea 


S a. 
care are marimea (e E SAN si(0) sa 


Pentru bara CD, relaţia lui Euler conduce la : 


lui a'b’; determinînd astfel vectorul d; 


unde : 
pc 3 
abe = = A /2l-o2 
„DGC: N j 
Din construcția grafică rezultă : 

9 : 7 
do == l-o? şi ap = =l- %2. 

DO V2 ȘI p 7 


A 


9. 


MIŞCAREA RELATIVĂ 
A PUNCTULUI MATERIAL 


Se consideră în spaţiul euclidian un punct O, şi o bază în Ju & ce formează 
un sistem de referință și totodată un alt punct O şi o altă bază i, Jy k care 
constituie un alt sistem de referință. În cinematica clasică, denumită şi 


cinematica lui Galileu, doi observatori afectați la două Sisteme de refe- 
rință din spaţiul euclidian percep. simultan producerea unui eveniment 
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într-un același punct din spaţiu. Ei dispun 
de un același reper pentru timp şi, ca atare, 
ei atribuie evenimentului același moment. 
Asociaţia reperului spaţial Oi. /juk, cu re- 
perul timpului constituie un sistem referen- 
tial Rẹ iar asociaţia reperului spaţial Oij k 
cu reperul timp, acelaşi, comun, formează 
sistemul referențial R (fig. 9.1). Sistemul 
referențial R, poate fi considerat fix, “în 
timp ce sistemul referențial R se află în 
mişcare., Reperul spațial Oijk este nedefor- 
mabil în timp şi poate fi considerat ca un 
corp solid. Versorii 2Jk sînt constanți ca Fig. 9.1 
i mărime, dar variabili ca direcţie. Se ob- 
servă că se pot aplica fiecăruia din acești versori relaţiile din mișcarea de 
rotaţie în jurul unei axe fixe sau în mod echivalent în mișcarea de rotație a 
sistemului Riîn raport cu sistemul R,. Se poate scrie : 


= XE, (9.1) 


unde œ este! vectorul viteză "unghiulară de rotaţie a sistemului [R faţă de'R,. 


Se consideră un vector d ale cărui componente în sistemul R, sînt 
Xa Bi Yi iar da Botun si sînt a, B Y Stai se poate scrie : zi 


d =g Ph t Br ja să sas ku (9.2, a) 


) 


JR ; P jo 28 d (9.2. b) 


Derivata vectorului 5 în Reste: 


di) da,z dB, = dy, > 
Fiat (zei Hrga t ki, 
unde i, ji, k sînt constante, iar în raport cu R este : 
[do dz; d 
Ghetta 


jid deiae vectorului 5 în sistemul etern R 
nind de la expresia lui d în  sisteriiul referenţial R': 


ia Ü= ai + BJ Eyk; unde : î, J, k sînt 
„Variabile în timp, adică sînt constante 


A SXI rza) 
ca mărime, dar v variabile ca direcție. Se 
poate deci scrie : 


1 se poate obţine şi por- 


2 


) (Š= (Stað Bar Thri ' 


à 7 do dv 
mù ry a= (Sr a QXK v. (9.3) 
x 
- i La Determinarea vitezei unui punct în ra- 
Fig, 9,2; port cu sistemele R şi R, (fig. 9.2). 
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ideră în sist SILVA i 
Se consideră un punct M de coordonate x, Yy, Z, în sistemul R ȘI iY, IN 
sistemul R,. Vectorii de poziție respectivi sînt exprimați prin : 


P=0M =i + y:] + zk; 
p =0,M + tii, + yu, Hiki: (9.4 


Expresiile vectorilor viteză ale lui M în sistemele R ṣi R, sint: 


OM . z dy ' = "3q TE = ai 
a= (LE) i 093 pp it = t F jet z-k; 


— = Ti: A adzy . - 3 . PA 
de, (M) = (2024) i = ap OA TT dh tak = tiil, F Yiri + Z ki 


Se observă că între vectorii de pozițe £ și ç ai punctului M, în raport cu 
celejdouă sisteme referențiale există relația : 


Pa = 0,0 + î sau OIM 0,0 + OM. 


Prin derivare în raport cu timpul, se obțin : 


== 
iuli za Ür (M) c= ag if Ee 

Vectorul OM reprezintă vectorul de poziție al punctului M în sistemul refe- 
renţial R. Aplicind regula de derivare arătată mai sus, se obţine : 


ör, (M) = dn, (0) + o X OM + ör(M) 
sau :; Ayni -X 


= Di e et OA 5 
r (M)= pu = po H0-X, T ire i (9.5) 


DE el SL : 
unde s-a notat cn A derivata vectorului F = OM 'în raport cu sistemul refe- 


rențial R considerînd £, ],.k constante. Această derivată se numește. derivată 
locală. | p TES : 


Se observă că 5, = Po F © x F este tocmai viteza punctului M solidar cu 
sistemul referenţial R,, adică este tocmai viteza cu care punctul este antrenat 
de sistemul referenţial R. Această viteză se numeşte, de regulă, viteza de trans- 
port. Viteza  unctului M laţă de sistemul de referință mobil .R. poartă nu- 
mele „de viteză relativă, iar: față de sistemul R,, considerat fix se numeşte 
viteză ăbsoluiă, ` SERS i : ; 

Rezultă că se mai poate scrie relația vectorială : 


Da Sk în i FEN (9.6) 
. . : a i À 
Determinarea accelerației unui punct în raport cu sistemele R şi R. Vec- 
torii accelerație ai punctului M în raport cu sistemele R şi R, se obțin din 
expresiile vitezelor : ze ie N 


ş 


N: ju | da 3 dy = diz > 

rM) == mei e SU CA pi 
4004) m aaa) Re ar I-a a Îi (9.7, a) 
Ip CAI OM olane, a : A 
än (M) TIAN Ön, (M) n HAAJ p CER, i (9.7, b) 
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Reluind expresia vitezei : 
On (MD) = în, (0) + o x OM + î„(M), (9.8) 
prin derivare în raport cu timpul se obţine: 
är, (M) = ăn,(0) de x OM + & x £ (0M)u NR E 07) 
sau : j 
ar, (M) = år, (0) +% x 0M + o x a (0M)u, + o X am| -+ 


TÈ b(M) + o x ör(M) (9.9, a) 


Accelerația punctului M faţă de sistemul de referință R, considerat fix, 
se poate scrie sub forma : í À 


ån (M) = ån, (0) + E x OM + a x [o x OM + 


+ 20 x ör(MY + äkM) | (9.9, b) 


Primii trei termeni constituie expresia vectorului acceleraţie a unui punct M 
considerat fix în R, care este deci solidar cu sistemul R. Acest vector se nu- 
meşte accelerația de transport a punctului M antrenat de sistemul R: 


în Sân (0) +42 x 0M + o x (e x OM): (9.10) 
Termenul . D E sn = | 
īa = 20 XM) | (9.11, a) 


poartă numele de accelerație complementară, deoarece expresia lui nu apare în 
nici una din cele două acceleraţii dn(M) sau äp, (M). Această accelerație poartă 

şi numele de accelerația Coriolis. ğ 
Se mai poate scrie : 
TEI 15 Í 


GEN Xp a (9.11, b) 


Proprietățile luj d. rezultă din expresia sa ca produs. vectorial. Este un 


ecua direcția perpendiculară pe planul lui œ şi 5, cu sensul îndreptat 
astfel încît să formeze un triedru drept, cu modulul 


| ã& | = 2o-v, sina, ö,). (9.11, c) 
Se deduce că d, = 0 cind © = 0, -adică 
în E sau cînd œw și d, sînt coliniari. 
la concluzie, acceleraţia faţă de sistemul >R, considerat fix, denumită şi 
r cratie absolu{ă, este dată de suma vectorială dintre accelerația de trans- 
port, acceleraţia relativă și accelerația complementară : 
AM) = ā&(M) + A (AM) -+ ā (M), 

Sau se mai poate serie sub forma : 


sistemul. de referință mobil este 


(9.12, a) 


üa 3 Au pd, Hä, (9.12, b) 
127 


APLICAȚIA 1 baly 


O placă pătrată de latură 1 = 2 m, se rotește cu viteza unghiulară con- 
stantă w = Spat în sens trigonometric. Mobilul M se deplasează cu acceleraţie 
S 


constantă a = 1 2 pe latura AB, de la A spre B. 
se 


Să se determine viteza și acceleraţia absolută a mobilului M ajuns în B 
(fig. 9.3). 


Rezolvare 


Studiul vitezelor. Viteza absolută se calculează cu formula : J =V Ei, 
Se identifică definițiile respective cu datele problemei. Mișcarea relativă este 
mişcarea lui M în lungul lui AB, iar mișcarea de transport este mișcarea 
punctului B cu care coincide M, faţă de 0. 


f 


i 


Daea a e ade AB = i, 


io 


= JAE asi 


TEY OS tea A ANEY a RE ARID in: GIG 
la | = 2/5) vitan 


Studiul accelerajţiilor. Acceleraţia absolută se calculează cu formula : 


da = A, Fă tă, 


apa ai mape 


Í 


H 


Pig. 9.2 
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d; =0; 
li = 
d, = 8/2 m/s? ; 


Ag = 200, sin(wn Ü) =8 m/s}; 


eG, IA E 
| (a 
2 
| apasa La 20; 
2 
| ; = 
| deci : da | =, =7 m/st. 


APLICAȚIA 2 


Semicercul de rază R se roteşte cu viteza unghiulară variabilă o, = ou(0), 
unde œ, = £, = const., în jurul axei verticale (A) fixă. Mobilul M parcurge 


ep. la 


a l 
periferia semicercului după legea 0 a „ unde e; = const., cunoscut. Să 
se determine vileza şi acceleraţia absolută a mobilului M într-o poziţie oare- 


` a spe T 
care și apoi în poziţia A, unde 0 = za 


Rezolvare 

Sludiul vitezelor. Viteza absolută se va calcula după formula : a= 5, + 5, 
Se identifică definițiile respectivelor viteze cu datele problemei. Astfel, miş- 
carea relativă fiind mişcarea lui M pe cercul cu centrul în O, iar mişcarea de 
transport fiind mișcarea lui M fixat pe cadru, adică pe cercul cu centrul în 0, 
și rază 0,M, vitezele vor fi: 

viteza relativă : v, = OM -0 = R-e>-t, pe tangenta la cerc; 

viteza de transport : v, = 0.;M-o, = R sin 0-w;, perpendiculară pe figură, 
ieșind din ca; 
viteza absolută: . 

VERA =R BE SE V-al. 

Studiu! accelerațiilor. Acceleraţia relativă are 

componentele : 
a; = R.6 = he: 
a, 


a = R-02= R- (ex D2. 


Accelerația de transport are componentele : 


q, | É = 0M- o, = R sin 0-0, = R sin 0-6, ; 
t 
a, =0,M -%} = R sin 0- %?, 

Acceleraţia Coriolis se calculează după formula : 
de = 20 X Dn; |ă,|=2lo,l|î,| sinon Die 
7s, : T 
= 2w, R'e lsin E +0) = 20;'eg' Rl cos 0, şi 


Fig. 9.4 
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9 — Mecanica ŞI rezistenţa materialelor — cd, 164 


are suportul perpendicular pe planul cadrului, ieșind din figură. 
absolută este a, = ā, +a, + å, şi are componentele : 


a = ap — aj cos 0 = R-e; — R sin 0-02 cos 0 
dat Qy = ap + a sin 0 = R-t? + R sin? 0-a? 
a: = + a = 2%, te R-t cos 0 + R sin 0-2, 


| ãa | = Va F a? F a? 
4 ă Bi z E 
Caz particular : în poziția A, unde 0 So îi = ia 
Ez 
=R r-e 
Da Să z Ü =R o -e 
E pie R-o, | al 1 + ga 1 
; a = R-e, ds. = R-e, 
Ele E sei a d, A C=O 
a; = IRG a; = R-o? z 
; n = BE Roe ei a oE Niy 


la agy dy =a iay => hienn k Reoz: 
az = & = Re. == 


= RVE E Fa oa: 


Acceleraţia 


Partea a |ll-a 


DINAMICA 


În acest capitol al mecanicii se studiază mişcarea punctului material, a 
sistemelor de puncte materiale, a corpului sau a sistemelor de corpuri, ţinîndu-se 
seama de masele acestor corpuri și de forțele care acţionează asupra lor. 


10. 


l DINAMICA PUNCTULUI MATERIAL 


10.1. LEGEA FUNDAMENTALĂ A DINAMICII 
ÎN CAZUL PUNCTULUI MATERIAL LIBER 


Mişcarea punctului material este exprimată foarte clar și concis de ecuaţia 
fundamentală a mecanicii : 


F = m-ă, (10.1, a) 
unde m este masa punctului material, d este acceleraţia sa faţă de sistemul 
de referinţă considerat fix, iar F este rezultanta forţelor ce acţionează asupra 
acestui punct. 

Ecuația fundamentală se poate serie sub forma: 


F=mř (10.1, b) 

accelerația fiind derivata a doua în raport cu timpul a vectorului de pozitie 7. 

În cazul cel mai general, vectorul forță Ẹ este o functie de timp, de viteză, de 
vectorul de poziție, putînd fi exprimat matematic sub forma : 

F = F(t, 0,7). (10.2) 

Ca exemplu de forţă ce depinde de timp explicit se poate da forța reactivă 

ce acționează asupra unei rachete din momentul lansării, pînă la consumarea 

întregului combustibil, ce are expresia de forma F =a — B-t. Ca exemplu 

de forţe ce depind de viteza punctului se poate cita rezistența pe care o întîm- 

pină un proiectil în aer, care este proporțională cu viteza ridicată la o anumită 


i putere, Pentru cele ce depind de pozijia punctului se poate cita forța elastică 
sau forţa de atracţie universală, 


Astfel, rezistenţa aerului asupra unui proiectil se poate 


exprima sub forma: 
Bahia hi 


(10.2, a) 
Proiecţiile ei pe cele trei axe au expresii de forma : 
Res = kti Ry ski Res hu (10.2, b) 
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Forţa elastică depinde de poziţia puncinlui și are o exprese (de forma : 


F = — kf, (10.2, c) 
iar proiecţiile sale sînt: 
X= kg; Y= ky; Z= — kz (10.2, d) 
Forța de atracție universală are expresia : 
PSA ma a z — pa F, (10.2, e) 
iar proiecţiile sale pe axe sînt: 
Xo f:m:M-a 


(22 +y? + za)ala ; 


= -m-M-y = 
CE E eu (10.2, fy 


| Z: = __ ÎmMz 5 
Do raaa u (a4 yap z 


Ținînd seama de expresia generală a forței, ecuația fundamentală a dina- 
micii se-scrie sub formă vectorială : 7 


= m? = F(t F, P) (10.3, a) 


Proiectată pe axele de coordonate ale sistemului cartezian, această ecuaţie 
diferențială vectorială se transformă în trei ecuaţii diferenţiale scalare = 


mă = X(t, £, Y, 2, £, Y, 2), 
m-y = Y(t, $, Y, Z, £, Y, 2, 
Sie e e Do SO (10.3, b} 
Presupunînd că sistemul a fost integrat, soluția generală este dată de: 
20 Co Cu pc Cc). 
Zi z(t Cp Casta a n Ce) 5 (10.4) 


În expresia soluției generale au apărut şase constante de integrare C, 
C: Cz, Cr (Ce Ca: 

Pentru determinarea unei soluţii particulare, se aplică condiţiile iniţiale la 
il=0: 


1 =a; L = Vor | 
Y= Yo; Y = Voy ; A (10.5) 
ER AMI 


Aceste condiţii, introduse în expresiile lui v, y, 2 şi a derivatelor lor 2, Y, z, 
1a momentul t =0, conduc la : 


Ty = z(0, C,, Cz, Ca, Car Cr, Co) ; Vog = 2(0, GQ, Ga (SA Qa Cs Ce) ` 
Yo = y (0, Cy, Cz, Cos Ca Cs; Ce) ; Voy = Y(0, Gi Ca Ca, QNG Coa; 
Zo = z(0, ti Cza Ga, Ca» Cis Ca) ; Voa = 2(0, Ci Cy Ga Cy Cs, Co), (10.6) 
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Z 


Aceste ecuaţii alcăluiese un sistem avind ca necunoscute cele gase con- 
Aceste ceru: alci : | ANA 
stante. Rezolvind acest sistem, se obțin constantele : 


Ci == Pilo Yos Zos Voxs Voys Voa) ; 


o 
| 


o d Palto Yos Zos Vox Voys Vaz) ; (10.7) 


Ce = Palto Yos Tos Vors Vays Voz). 
Rezultă seluția particulară sub forma : 
SAG Anaa o Vor e WS 
Y = f(b Tos Yos Zo; Vo Voys Voz) ; (10.8) 
E h(i To: Yo Zos Von Voy Voz). 


În cazul coordonatelor polare r şi 0, ecuaţia fundamentală poate fi proiec- 
tată pe direcția radială şi pe o direcţie perpendiculară, astfel că se obține : 


m-a = m(r — r-02) = ESS; 


m-a, = mrd + r-6) =m OOE Conza 


T dt g 


În- coordonate. cilindrice corespunzător ecuaţiei fundamentale se. obţine : 
m(r — 7:02) = Ie; m(r:0 + 270) = Fa m = Fa! (10.9, b) 


Pentru sistemul de coordonate intrinseci (triedrul lui Frenel) proiecţiile 
ecuaţiei fundamentale se scriu sub forma : 


mes = Es, s, Do m = Rls, 5 030 = Fals, D.: (10.9, c) 
= 


10.1.1. MIŞCAREA PUNCTULUI MATERIAL ÎN VID 


Se studiază mişcarea unui punct material liber, de masă m, lansat în vid 
cu viteza v, înclinată cu unghiul æ faţă de orizontală (fig. 10.1). 


Se alege sistemul de axe luînd planul Oxy. definit de w şi greutatea meg, 
deci planul vertical, 


Ecuatiile diferențiale ale mișcării sînt: 


mz 0R my = 


= = mg; M2 = 0, (10.10) 


ga Ds ya i l 


. 


Prin integrare se obține! 


z= C; j= = pt Cs 


, 7, 
zi Ce, (10,11, a) 


Pig. 101 
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precum și 


= Gb + GG; y= pt F Cal + Ci; z = Ctt Ce (1011, b) 


Condiţiile inițiale sînt: 
za UD 9 ap ea 1) sp aN 
č =w cosa; Ü =v sina; 2 =Q. (10.12) 
Rezultă constantele : 
C, = mn cosa; C =vsing; Cz = C, = C; = G =0. (10.13) 


Se obțin astfel ecuațiile parametrice ale mișcării : 
xv = l-n cosa; y = — gel + l-vo sing; z=0 (10.14) 


Din ultimele ecuaţii se deduce că mișcarea se petrece într-un plan vertical. 
Eliminînd parametrul [ între primele două ecuaţii parametrice, rezultă 
ecualia traiectoriei : 


o - 
Y= tts ———>— r, (10.15) 
2v cos? o 
care esle o parabolă. 
Parametrii traiectoriei se studiază în continuare. pe baza unor considerente 


cinematice. 
Distanța OA, denumită bătaie, se calculează punind condiția yu =Q. 
Rezultă : 
PI So? RR vi sin 2a 
la = Și pp, (10.16) 
g g 


Înălţimea maximă a traiectoriei, BB’, se obține observînd că în punctul B 
viteza este orizontală, deci ùp —0. Rezultă că: 


tn __ Vo Sin a a PI BRE Up a vo sinia i (10.17) 
g 2g 


Se observă că bătaia cea mai mare, pentru un v dat, se obține pentru 
g iz: iar înălțimea cea mai mare se obține pentru 4 ==. 
GY 
Interesează să se determine punctele din plan ce nu pot fi atinse cu un pro- 
iectil lansat cu v, indiferent de unghiul de înclinare al vitezei inițiale. 
Se consideră un punct M din plan, de coordonate č și m care, pentru a 
fi atins, trebuie să verjfice ecuația traiecloriei : 


jee g Et Elga. (10.18) 


2v? cos? a, 
Se calculează cil Lrebuie să fie înclinarea a pentru ca punctul M să fie atins : 
a ee î 
tga mb E Voi = wE rE (10.19) 
gË: 


__ Pentru ca punctul să nu fie alins, tga trebuie să aibă soluții complexe. 
Egalînd cu zero diseriminantul din relaţia lui tga, se obține locul geometrie 
al punctelor ce delimitează zona ce nu poate li atinsă de proiectil. Această 
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curbă se numește curbă de sigu- 

ranţă : 

vew — 29) — get? =0. (10.20) 
Se vede că această curbă este o 

parabolă, care coincide la intersec- 


tiile cu axele, cu distanțele maxime 
pe care le poate străbate proiectilul 


A S e 
în lungul axei Os | pentru a aT şi 
2| 


(fig. 10.2). Fig. 10.2 


a 


în lungul axei Oy [pentru A= 


10.1.2. MIŞCAREA PUNCTULUI MATERIAL SUPUS LA LEGĂTURI 


Pentru a studia mișcarea unui punct material supus la legături, în baza 
axiomei legăturilor se îndepărtează toate legăturile şi se introduc în loc 
forțele de legătură corespunzătoare F. În acest mod se obține un punct mate- 
rial liber asupra căruia acţionează un sistem de forțe format din fortele active 
(forţele date) și forțele de legătură. În baza acestui raționament, expresia 
ecuaţiei fundamentale a mecanicii se poate serie sub forma : 


mei = SR + SE. (11.21) 

În cazul punctului material rezemat pe o suprafață fixă dată, forţele de 

legătură sint o reacțiune normală și o forță de frecare ce este direct opusă 

vitezei punctului. Dacă suprafața pe care se sprijină punctul este exprimată 
prin relația o(z, y, z) = 0, reacţiunea normală are o expresie de forma : 


N = Ngrad e; i (10.22) 
Ecuația mișcării fără frecare devine în acest caz: 
mei = EF, + A grad ọ. (10.23) 


Dacă punctul se sprijină pe o anumilă curbă ce rezultă din intersecția a 
două suprafeţe : 


g(x, Y; z) =0 şi Q(x, Y, z) =0, (10.24) 
reacliunea va fi exprimată printr-o relatie de forma : 
N = à grad g, F A grad os, (10.25) 
iar ecuaţia mișcării punctului, neglijind frecarea, va fi de forma : 
mr = ZF. + A, grad pı F Aa Srad oa, (10.26) 


unde >, şi à, sînt doi scalari nedeterminaţi. 
10,1,3, TEOREMELE GENERALE ÎN CAZUL PUNCTULUI MATERIAL 


10,1.3.1, Teorema impulsului 


Impulsul este o mărime fizică ce măsoară mişcarea mecanică şi reflectă 
capacitatea ei de a se transforma într-o altă mișcare tot mecanică, 

n cazul punctului material, impulsul este un vector a cărui mărime este 
egală cu produsul dintre masa şi viteza punctului, Viteza şi impulsul sînt şi 
vectori coliniari (fig, 10,3): 

A = md, (10.27) 
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Im) N Teorema impulsului. Derivind expresia impulsu- 
y v PEER lui în raport cu timpul se obține: 
amv — = = 
SA = l . lp x = ia 
> Ata SE). E ADN T = m-d =F, (10.28, a) 


P d! d 
d şi sc poate enunța teorema- astfel: — derivata în 
; raport cu timpul a impulsului unui punct material 
Tig. 10.3 este egală cu rezultanta /* a forțelor care acționează 
a asupra punctului. : 


Teorema conservării impulsului. Dacă rezultanta forţelor F ce acţionează, 
asupra punctului material este nulă, / =0, atunci avem relaţia : 
dH o mdo 


T re — 0; (10.28, b) 


şi rezultă: H =G ; 
Proiectată pe cele trei axe, relația devine: 


Hi GDI ae sia E 


Dacă doar proiecția pe 0 axă a fortelor este nulă, de exemplu f; =0, 
atunci doar H, = C.. l I | ; 

Teorema conservării impulsului se poate enunta astfel: dacă rezultanta 
forțelor ce acționează asupra unui punct material sau numai proiecția ei pe 
o axă este nulă, atunci impulsul total sau proiecția impulsului punctului 
material pe această axă este o constantă, adică se conservă, 


10.1.3.2. Teorema momentului cinetic 


Momentul einetie este o mărime fizică care conține pe cea de impuis şi, 
prin definiție, este egal cu momentul impulsului punctului material în raport 
cu un punct O (fig. 10.4), adi 3 


Sã: 


Ži x MEURS S SUA) 


Expresia analitică este : 
ESSA | 
Ka i Se au să a e ES e Ne RS R (10.29, b) 
ME my mz 
Momentul cinetic este o mărime. vectorială şi are caracterul unui vector 
legat, adică mărimea, direcția și sensul se modifică dacă se schimbă reperul 
față de care se calculează momentul cinetic. 
Teorema momentului cinetice. Dacă se deri- 
vează momentul. cinetic,- se obline : 


dK, dfr x m D) 
ZAE VAE) SS 
d/ di 
dr E e Ea) RS 
=— DAF e = 
d MOFT X En it Sa 


Aceasta pe baza faptului că: 


dr A Pony Li ff 
g X mb =0 şi că ur (mrd) = 


Fig. 10.4 
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Deci : 
dR, i 7 2 
= t = Ko = Mo (10.30, a) 


Teorema momentului cinetic se poate enunța astfel: 

— detivata în raport cu limpul a momentului cinetic al unui punct ma- 
terial în raport cu un punct O, este egală cu momentul rezultantei F a 
forțelor ce aclionează asupra punctului material, moment calculat în raport 
cu acelaşi punct 0. 

Teorema conservării momentului cinetice. Dacă momentul rezultantei for- 
telor ce acționează asupra punctului material stabilit în raport cu un reper 
fix, este nul, alunci avcm: 


PXT =, 20, atunci K, =0 și R = C. (10:30, b) 
Dacă numai momentul față de o axă este nul, de exemplu 
` M 0 ACn EO (10.30, e 


Teorema conservării impulsului se poate enunța astfel : 


— dacă momentul forţei rezultante în raport cu un punct sau cu o axă 
este nui, atunci momentul cinetic în raport cu acest punct sau această axă 
este a constantă, adică se conservă.. 


10.1.3.3. Teorema energiei cinetice și a lucrului mecanic 


Energia emeiică este o mărime de stare. Ea măsoară capacitatea mişcării 
mecanice de a trece într-o cantitate echivalentă a unei alte forme de miş- 
care, nemecanică.. 


Energia cinetică pentru un punct material are expresia : 
nl ; ; 
E = TeL, : (10.31) 


fiind o mărime scalară, întotdeauna pozitivă. 


Lucrul mecanie este măsura transferului de energie între două stări ale 
unui sistem material dat. 

În cazul unei forțe ce își deplasează punctul de aplicație pe o curbă 
(0), expresia lucrului mecanic elementar este dată de . produsul scalar 
dintre forța F si deplasarea elementară d7 
(fig. 10.5): 


àL = F.d7. (10.32) 


Expresia se “poate pune sub altă formă, 
efectuînd prcdusul scalar şi notînd |di| =as. 


AL = F-ds cosg. 0S3) 


Lucrul mecanice este o mărime scalară, 
pozitivă (motor), negativă (rezistent) sau 
nulă, după valoarea unghiului a dintre di- 
recția forței și deplasare. 


Fig. 10.5 
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2 Ao (xayaza 


To 


B lxgıYa Z0) 


Trig. 10.6 Fig. 10.7 


Lucrul mecanic total sau finit se pune în evidență dacă se consideră 
(fig. 10.6) mişcarea forței variabile F ce acţionează un punct material ce se 
deplasează pe curba (C) din A în B. Se descompune mişcarea în mişcări ele- 
mentare, reducìndu-se problema la cea precedentă ; pentru fiecare element de 
arc se consideră forța constantă și arcul aproximativ egal cu coarda. 

Însumînd lucrurile mecanice elementare, se obţine lucru mecanic total sau 
finit, efectuat de F de la A la B: 


Las = | F-ar = | (X -dr + Y-dy + Z-d2), (10.34) 
AB AB 


expresie ce reprezintă o integrală curbilinie care face deci ca lucrul mecanic 
total să depindă, în general, atit de forţă cît şi de arcul de curbă AB parcurs. 

Pentru ca lucrul mecanic să nu depindă de drum, trebuie ca sub integrală 
să fie o diferenţială totală, adică să se poată scrie : 


F-dř = dU, (10.35, a) 
sau : 
e A Za = Oda dap Udz e (10.35,.b) 
, dr ay Oz 
de unde rezultă : 
oU ðU ðU 
pa A SR 4 . 10.3 
x F 7 (10.35, c) 


Aceste condiții pot fi îndeplinite dacă : 
O AG e V N EZ I2 0 : 
IS a == 10.3 
ôy dx’ dz y dx Oz ( 6) 
Functia U(x, y, 2) care îndeplineşte aceste condiții poartă numele de functie 
de forță, iar forța F se numeşte forţă conservativă. 
Exemple de forţe ce derivă din funcții de forță se pot da: 


— greutatea G = m:g, avind U =m: 9z +C; (10.37) 
— forța elastică F, = — k-r, avind U = Ec. (10.38) 
2 


În cazul că sînt îndeplinite condiţiile functiei de torţă, expresia lucrului 
mecanic, deci a integralei curbilinii de mai sus, nu depinde de drumul parcurs 
de punctul de aplicaţie al fortei, ci de pozițiile inițială și finală, fiind diìfe- 
renja funcţiilor de torlă, Astfel; 

B 
Lan dU =d USU U; deci Lan =U nn mzn) Ulta) ` (10.39) 


Astfel, dacă forpa este o greutate m:g (tig, 10.7), rezultă; 
Las =Un—Ua=( =m gza} C) (=m gza t C) =n g(a =p) =m gh (10.40) 
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Teorema energiei cinetice și a lucrului mecanic. Pornind de la ecuaţia 
fundamentală şi înmulţind scalar cu dë se obţine: 


= d idF „do JF e LR) = m-0D-d; 
i-d? = me ăi alta ALU dl x x 


F-di = af% mt) = dE =E, — E (10.41) 


În această relație, F-dF este lucrul mecanic elementar efectuat, iar 
1 m»? = E este energia cinelică a punctului malerial. 
2 


Teorema energiei cinetice se poate enunța astfel : vâriaţia energiei cinetice 
între două poziţii ale unui punct material este egală cu lucrul mecanic efec- 
tuat de rezultanta forțelor ce acționează asupra punctului material între cele 
două poziții (iniţială şi finală) : 


» pese ape Ip (10.42) 


Teorema de conservare a energici mecanice. Dacă avem : -dF = dU şi 
ZO 3 SV rae ȘI Z = a atunci, se poate scrie : dE = dU sau d(E — U)= 
ax ôy Oz 
= 0 şi rezultă: E — U = C = constantă. Dacă în locul funcției U se folo- 
seşte o:funcţie V dată de relaţia: V = — U} rezultă: E + V = C. (10.43) 
Funcţia V exprimă mărimea fizică denumită energie potențială. Suma 
E + V dintre energia cinelică și energia potenţială poartă numele de : energie 
mecanică. j 
Faţă de cele arătate se poate enunța teorema de conservare, astfel : dacă 
rezultanta forțelor ce acționează asupra punctului material derivă dintr-o 
funcție de forță, energia mecanică se conservă. 


X 


10.2. MIŞCAREA UNUI PUNCT MATERIAL 
SUB ACȚIUNEA UNEI FORȚE CENTRALE 


10.2.1. GENERALITĂȚI 


Se consideră cazul unui punct material asupra căruia acţionează o forță 


al cărui suport trece permanent printr-un punct fix 0. În acest caz se spune că 
forţa este centrală (fig. 10.8). 


Ecuația fundamentală a dinamicii se poate scrie : 
m-a =F = F-g. ÉS (10.44) 
Se observă că vectorul de poziţie F și 
vectorul forţă F sînt coliniari. Dacă se în- 
mulțeşte vectorial ecualia de mai sus cu 
T, vectorul de poziție, se obţine: 
Fx måä=řx Fý =0, 
şi rezultă F x āã=0 sau: 


d A 
“IX D =ar E X 00, 


î x D =C, fiind vector constant, Pie. 10.8 
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Fig. 10.9 Fig. 10.19 


Înmulţind scala: această relație cu vectorul de poziţie F, se obține : 


CE (REX ) era 0 (10.45) 


deoarece în acest produs mixt-doi factori stat identici. Dacă vectorii C și F 
în raport cu un sistem cartezian au expresiile: C = Cit + Cj + C-k; 
=x i + ye] + zek, atunci produsul scalar are ca urmare expresia : 


Ge ai Go F Gyz ==0, (10.46) 


şi reprezintă ecuaţia unui plan ce trece prin origine, normal pe vectorul Ç: 
Se poate enunța deci că lraiectoria unui punci malerial actionat de o forță cen- 
irală este plană. 

Proiectind ecuaţia fundamentală a dinamicii pe direcţiile radială şi trans- 
versală şi ținind seama de expresiile componentelor accelerațiilor după cele 
două direcții (p, 2), se obtine (fig. 10.9): 


m(r rti = Fi m( 0 Æ 2r:0) =0. (10.47) 


Din a doua ecuaţie a sistemului se poate determina încă o proprietate gene- 
rală a mişcării punctului sub acţiunea unei forțe centrale. Se poate observa 
ușor că: SE 

1 d SANI 1 i P SNN 
MSR AR = (rE 2r 0) 
r Jp ea NaN 


şi rezuliä : 


dS SE a SSS ESCRS ISIR 3 == è 
TE EE NE O (10.48) 
Dacă se consideră traiectoria şi două poziţii A şi A" ocupăte de punctul 
mobil în două momente í şi £ -+ At, se observă (fig. 10.19) că aria triunghiului 
she . Lă = = A . 
curbiliniu OAA’, măturată de raza vectoare în intervalul de timp At, este : 


: 1 ; 1 
AA SiN AD x — r:-d0, 
` 2 ) 


unde ţinind seama că unghiul este mic s-a luat sin A0 œ d0. 
Împărţind această relație cu dl se obline aria măturată de raza vectoare 
în unitatea de timp, care este tocmai viteza aveolari 


e SE ae lată 0 i 
a pe n de URR (ENS a) 


ŢȚinînd seama că: 


2-60 =C, sa poate scrie: Q => = constant. (10.49, b) 
> Sub acțiunea unei forțe centrale, un punct material liber se mişcă cu o 


vileză areolară constantă. 


+ 10.2.2. ECUAȚIA LUI BINET 


Sistemul de ecuaţii diferenţiale stabilit pentru a exprima proiecţiile ecuaţiei 
fundamentale pe cele două direcţii radială și transversală (ọ, 7) se poate 
scrie sub forma : 


reģ =G; m(r — r:62) = F. (10.50) 
Se mai poate scrie : gg şi, înlocuind în a doua ecuaţie, se obţine: 
apan A 
A Teu (10.51) 
Er m 


Pentru a ajunge la o expresie mai convenabilă este util a transforma această 
expresie astfel încît să apară variabilele r și 0. Se observă că : 


> d d . dr 
E SSB ue Cid - (10.52) 
> dt dð di d r? dð 
deoarece : 
d. (1 1 d a) afa 
ă Să . gi ney 29 
cal E; rezultă r = — C = şi e e 
40 | r r að doS rè a0: 
Folosind această expresie în a doua ecuaţie diferenţială a sistemului de bază, 
se obţine: 
a =! 
r S Per 
SEE . 10.53 
dð: Nes == ms ( i ) 


; Această ecuație poartă numele de formula lui Binet. Formula lui Binet poate 
fi folosită pentru determinarea traiectoriei cînd se cunoaşte legea de va- 
ziație a forţei ji și, reciproc, poate fi utilizată la determinarea legii de variaţie 
a forţei F cînd se cunoaște traiectoria. 


10.23, MIȘCAREA SUB ACȚIUNEA FORȚEI CENTRALE 
DE ATRACȚIE NEWTONIANĂ 
Expresia scalarului forţei de atracţie newtoniană este : 
i “mn kem ; 
di a E erei > = mea unde k = fe ma (10.54) 


HI 


1 


p 


d: = f: it 


d0? r 


A 
ZE 


C2 
unde p =— 
£ 


Prin integrarea acestei ecuații diferențiale 
de gradul doi, se obține : 


cos (0—0,) +2, (10:55) 
p 


Fig. 10.11 


e 

r Pp 

unde : e şi 0, sînt constante de integrare. Din această relație se poate ob- 

“ţine : 
A ee Pie (10.56) 
1 + e cos (0 — 0.) ; z 

adică, ecuația unei conice care are focarul în centrul de atracție O. În această 
relaţie p este parametrul conicii, iar e este excentricitatea. 

Natura conicii descrise de punctul material sub acțiunea unei forțe centrale 

de atracţie universală se stabilește în funcţie de excentricitatea e şi anume : 


elipsă dacă e <1; parabolă dacă e = 1 ; hiperbolă dacă e> 1. Se observă 
că viteza radială are expresia : 


E ace p-esin(0— 6) $ — __ Ce:psin(8 — 8) 
g [1 + e cos (0 — 8,)]2 r?[1 + e cos (0 — 0)]? 
sau: : 
pe A C-e sin (0 — 0.) A (10.57) 
P 


Deoarece în momentul inițial: 0 =0, r = To Vr = V COS &o, (fig. 10.11) 
rezultă : 


PoS a O pas C 
1 + e cos 0, : p 
şi deci: 
ecos o ==" ; esin, = — Pios, _ petec = 
To C To 
şi se obţine: 
ig 0, _P ctg ae et C? ctg a Z To ‘Vo Sin Xo COS Xo 3 
To — P ker, = G2 k — rv sin? ag > 
A JE =) p Petece g p PU ++ ctete) — 2p-ra 
To ra T à 
dar : 
__ G __ TIo SN xe 
p RA TREIA > (10.58) 
şi se obține expresia excentricităţii e: 
—————— 
ama a ră vă sint œo v 2 k 
a (AN sa (10459) 
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parametrii care pot influența excentricitatea sînt: 
Va şi a adică viteza iniţială şi direcţia. Se observă că pentru: 


Vo -|+ Şi ao = E ti e =0, traiectoria este un cerc; 
To 2 
PI dee = : linsa: 

v <| — şi e < 1, traiectoria este o elipsā ; 
To i 


2k 


v = |/ —— ; e =1, traiectoria este. o parabolă ; 
To 
2k a s ; o 
n> | ; e> 1, traiectoria este o hiperbolă. 
Te 


Din aceste rezultate reiese clar că natura conicii depinde de valoarea vitezei 
(iniţiale) şi nu depinde de direcţia ei. 

În cazul unei rachete lansate de la suprafața pămîntului și ținînd seama de 
atracţia newtoniană, se poate determina viteza inițială necesară pentru a 
deveni satelit sau pentru a părăsi definitiv pămîntul, avind raza pămîntului 
ra = 6 370 000 m. 


E m-g = kimie Æ = 981 


Pentru ca traiectoria satelitului să fie un cerc, este necesar ca: 


TE AR k — j 
Ko ENE Do =] = pn = 7 900 m/s. 
o 
Aceasta este prima viteză cosmică. 


Pentru ca traiectoria proiectilului să fie parabolică, adică să poată ieși de 
sub sfera de influență a pămîntului, trebuie ca: i : izbi 


ia =p el 
Vo = || = /2g-7a x 11 000 m/s. 


Aceasta este a doua viteză cosmică. 


10.3. MIŞCAREA RECTILINIE OSCILATORIE ARMONICĂ 


10.3.1. MIȘCAREA RECTILINIE OSCILATORIE ARMONICĂ NEAMORTIZATĂ 


Un punct material de masă m, aşezat pe un plan perfect neted și legat de 
un arc cu constanta elastică k și masa neglijabilă, scos din poziţia de echilibru 
prin întinderea sau comprimarea arcului constituie un model mecanic al unui 
corp ce efectuează o mișcare oscilatorie neamortizată. Forţa ce acţionează 
asupra punctului material este proporțională cu deplasarea față de poziţia 
de echilibru. Un asttel de sistem elastic se numeşte oscilator armonic liniar 
(fig. 10,12), În baza ecuaţiei fundamentale a dinamicii, se poate serie : 


.. .. k 
mx = — ha sau v -H —g =0. 
= (10.60, a) 
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Fig. 10.12 


> USR ; a aaa E et 3 
Dacă se notează — = %?, ecuația diferenţială a mișcării devine : 
m 


T+ argo. (10.61, b) 
Ecuația caracteristică este : 
ROO] 
şi are rădăcinile: r} = + i'o. Soluția generală este, în acest caz: 
x = C sin wt + C, cos ot, (10.62, a) 
Cı şi C, fiind constante de integrare. Se mai poate scrie: 
qz = A sin(ul + o), 


în care: 


A=VEFEşi teo -2 E "(10.62, b) 


1 


Determinarea constantelor de integrare se realizează folosind condiţiile 
particulare, de exemplu, la momentul inițial : 


0 | ee 
LI = V. 


Folosind ecuațiile spațiului Și vitezei xin: 
x = C sin ot + C, cosol; z = Ci- o cos wl — C, o sin ot, 
se obțin valorile constantelor : ; 


C Casa: A a g arge. 


j 2 py Sti DSS : 
Ecuația de mișcare este: x =% sin ot + qto cos wt sau: 
(9) 


Aa | ir sin (ol Sare tg) : (10.63) 
02 Dy 


Elementele ce caracterizează mişcarea sînt : 


— pulsaţia : 
= 
o = |—; 
i m 


T 27 a Dy E (10.64) 
Q k 


— perioada mișcării : 


144 


“Deoarece sistemul este format din 
punctul material de masă m și arcul ce 
formează elementul elastic ce are con- 
stanta elastică k și are o pulsaţie 


Fig. 10.13 


k S 
a == |+ , aceasta poartă numele de 
m 


pulsalie proprie a sistemului. Ecuațiile de mișcare pentru spațiu, viteză și 
acceleraţie pot fi reprezentate grafic într-o diagramă, așa cum se redă în 
figura 10.13. 


10.3.2. MIŞCAREA RECTILINIÈ OSCILATORIE ARMONICĂ 
CU FORȚĂ PERTURBATOARE 


În cazul în care un sistem elastic armonic (fig. 10.14) este actionat de o 
forță ce variază în timp, ecuaţia de mișcare are expresia : 
m-z + k-z = F(D; (10.65, a) 
în cazul în care E(f) = F, sin pt se obţine: 


m-z + k:z = Fe sin pt, (10.65, b) 
sau : 


“ok Fo 
zh =r =— sin pl. 
m P 
Dacă seak SE 3 : 3 ; 
acă se notează: — = w? și — = q, ecuația devine: t + w?x = q sin p-t. 
m m 


Soluția generală a ecuaţiei diferenţiale se compune dintr-o solulie generală a 
ecuaţiei omogene ce corespunde cazului cînd F(t) = 0 şi o soluție particulară 
ce corespunde cazului F(t) = F, sin p-t şi va fi de forma: 


a(t) = x, (f) + 20. (0.66, a) 


Se observă că: 


zi(l) = C, sin ol + C cosul; 
r ; (10.66, b) 
z(t) = ES pt, 
şi soluţia particulară x 


7 f; ] 2([) trebuie să satisfacă ecuația diferențială. Se poate 
reține că soluția gener 


ală reprezintă mişcarea oscilatorie proprie a sistemului 


K m 


Fig. 10.14 
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elastic. Considerind că w # p, soluția ecuaţiei diferenţiale în cazul studiat 


este deci : 
æ = G, sin ol + C; cos ol + C sin pl. (10.66, c) 
Soluţia particulară introdusă în ecuaţia diferenţială ne conduce la re- 
Jaţiile : 
— C-p? sin pt + w°: C sin pl = q sin pl, 
sù prin identificare rezultă: C= —1— . 
Şi prin i are rez ; PIE 


Ecuația legii de mişcare devine în acest caz: 


x = C, sin ot + C, cos wt + PA a pl 
w — q? 


sau: z=A sin(ot + p) + a ţi pl. (10.66, d) 
o)? za p? 


Constantele de integrare C, și C, (respectiv A şi e) se determină cunoscînd 
anumite condiţii particulare, de exemplu, cazul în care în momentul inițial 


sistemul pornește din repaus, adică: la t = 0, x =0; T=, 
Ecuațiile de mișcare (spațiu şi viteză) sînt : 


x = C, sin ot + C, cos wt + Eee sin pl; 
W? — q? 
: : 4:P 
x = Cio cos ol — C,:w sin ot + cos pt 
; cot — q | 
Folosind condiţiile iniţiale arătate, se obţine : 
TEER OE Ceo PSR em OG Pe e 
W? =3 q? W W? — p? 
Rezultă ecuația de mişcare : 
q- 3 Dia: S 
zx = ——— (sin p:t — —sin ob). (10.66, e) 
wâ— p2 0) 


Această ecuație de mişcare este în fond rezultatul suprapunerii a două 
mișcări oscilatorii, şi anume: primao mişcare oscilatorie datorită forței pertur- 
batoare şi a doua o mișcare oscilatorie armonică proprie sistemului elastic : 


£i = i = A, sin pl; 
a (10.67) 
„67 
D = — EER E wl= A, sin ol, 
w w= p? E 


Mișcarea rezultată nu are caracter de mişcare oscilatorie armonică. Miş- 
area oscilatorie, datorită forţei perturbatoare se mai denumeşte şi mişcare 
forțală sau vibraţie forţată. Amplitudinea vibraţiei forțate este: 


Fy jol dl 
PP pot D9 a A LL, 
UI — è W? ERE | 3 k 
I p Cp NA a 
wi o 
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PIE Y 
Se observă că: 7E = t, este defor- ! 

“ i IA 
maļia sistemului elastic sub acţiunea | 
valorii maxime a forței perturbatoare. | 
Rezultă că amplitudinea A, se mai poate | 
serie : 


1 R — 
A, = Tyt i = VAn (10.68) / w 
1— (=) Fig. 10.15 
w 
unde s-a notat: A, = E: factorul As, poartă numele de factor de 
ID pă 
(0) 
amplificare, mărimea lui fiind o funcţie de raportul? . 


O 
a Si 5 ae E F s y ) 
În figura 10.15 se redă variaţia factorului Ag în funcție de raportul &. 
o) 


Se observă că pentru — =Q, adică p=0; A= l, şi rezultă că sistemul 
o 

oscilează în aceeași fază, cu vibraţie oscilatorie proprie ; aceasta înseamnă că 

sistemul se mișcă în aceeaşi fază cu forţa perturbatoare. 


Dacă raportul È este foarte mare, influenţa forţei perturbatoare este mică 
d) 


sau chiar practic nulă. Dacă raportul R 1, amplitudinea mişcării rezultante 
(0) 


creşte nelimitat. În acest caz apare fenomenul de rezonanță. 


Fenomenul de rezonanță. Luînd în considerare ecuația de 


mişcare rezul- 
tată (10.66, e) în cazul o = p se observă că se 


ajunge la o nedeterminare de 
0 Ee 3 3 
forma —. Pentru a înlătura nedeterminarea, expresia se m 


ai poate scrie: 


2 sin pt — È sin ot, 
T esp Se eta A (10.69) 
o: == RA 
Considerînd mărimea P variabilă apropiată de mărimea co, rezultă că. x 1. 
w 
tasin (ETS) teos (242), mis (SFA) ecos (242). 
x 2 ă 2 ; 
aa (o — po + p) Calea ZE Ii a 
p> — Po + p > = 
p=o ( P) Er 
2 
t 
= | — ai cos ol, 
2, 
Rezultă : 
a urmei cos ol, 7 
s (10.70) 


Această relație arată că miscarea oseilatorie rezultantă are amplitudinea 
Variabilă în timp. Aceasta înse 


amnă că se poate spune că mişcarea este mo- 
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Fig. 10.16 rig. 10.17 


dulată în amplitudine. Peprezentind (fig. 10.16) grafic ecuaţia mişcării, se 
observă că graficul mișcării are drept înfășurătoare două drepte ce trec prin 
origine, 

Se poate reţine, ca foarte importantă, ideca că mărimea amplitudinei nu 
creşte brusc în cazul rezonanței și că este necesar un anumit timp pentru 
a ajunge la o anumită mărime a amplitudinei. 

Se înţelege că dacă amplitudinea oscilaţiei unui sistem elastic devine prea 
mare, depășind o`anumită limită se produce distrugerea sistemului elastic. 
Din acest motiv, pentru sistemele elastice de natură mecanică fenomenul de 
rezonanță este nedorit şi este necesar să fie evitat. Pentru a evita rezonanța 
este necesar să se procedeze astfel ca sistemul să funcționeze cît mai puţie. 


Fenomenul de bătaie. Fenomenul de rezonanţă se produce dacă avem 
egalitatea o = p. În cazul în care între pulsaţia proprie și pulsaţia perturba- 
toare diferența este mică şi avem o relaţie de forma: w — p = e, unde s esie 
suficient de mic, ecuația mişcării rezultante z > aa] sin pt >E sin o| 

> i = ł K 092 — p? z w 


A o = v = E zy D 
se poate scrie sub altă formă dacă se fac următoarele aproximaţii E d 
= o 


sip t+ o =2%. 
Rezuliă : 


pe (sin: pt —sin ol zD GL cos (Eta) — 
w — p (o — po + p) 2 2 
2 t 2%-t — 
= —— sin =] og SS sin 20) cos ol; 
2w e 2 2 u'e 2 

EREE 
xv = — sin— l'cos wl. 10.71, a 
w'e 2 ( $ ) 


Se observă că amplitudinea mișcării rezultante este : 
A(t) e tin (2 (10.71, b) 
v'e 2 


această funeție reprezintă întășurătoarea curbei ce exprimă legea de mişcare 
aşa cum se arată în figura 10.17, ` 
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10.3.3. MIȘCAREA RECTILINIE OSCILATORIE LIBERĂ AMORTIZATA 
(FĂRĂ FORȚĂ PERTURBATOARE) 


În cazul unui punct material de masă m (fig. 10.18) asupra căruia acţio- 
nează o forță elastică F = — k-a şi o forţă de frecare viscoasă R = — b-z, 
ecuaţia de mișcare este de forma: 


| m-a + bea + kt = 0. (10.72) 


Soluția generală este : 
| x = Ceti + Cge, | (10.73) 


g, Şi æ fiind rădăcinile ecuaţiei caracteristice : mer? + ber + k =0, iar C, 
şi C, fiind constante de integrare. Rădăcinile a, și e sînt: 


= das] Si Sb TED k 
ci iei aaa le = 23 -P aci 


m 2m 4 lam 


> aS Se : bA O 
În cazul forțelor de frecare mici există relația (>) <-- si rezultă că a 
m m 
> say EA cea pe = 
dp sînt numere complexe ce se pot serie sub formata, = — -— +i'tw, Şi 
2m 
3 = —— = lo unde 
Sg 2m s 
2 V (ele ua 
e ae loa 
= | m pă 
Soluţia generală se poate exprima prin relația : 
I 
xr =e 20 [Cert E Gy etot] (10.74, a) 
Deoarece: 
etil = cos wl E isin ot, 
expresia solute generale. se poate aduce sub forma : 
” Sbt 
i z = e2m (C + C l 
i i 2)cos oit + i(C, — Casin ol, (10.74, b) 
şi folosind notația : 7 
] și folosind notația : C, + C, = a ȘI I(C, — C) = a, se poate pune sub forma : 
4 
bal 
e OATS ; à 
T = en [arcos ol assin ot] (10.74,c) 


| rig. 10.18 
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Fig. 10.19 Fig. 10.20 


a, Şi @ fiind două constante reale ce se pot determina din condiţii particulare ; 
de exemplu, cunoscind că: la t=0; a = To Şi V: = V, se obține: a, =T 
Sia See bto şi rezultă ecuația mişcării : 
ON 2M0; 
—b.-t 


Vo 


xt = e 2m [z cos OF + | 


[] 


em i i] sin cul] : (10.74, d) 


O 2m:w, 


—bet 
Această expresie se poate aduce sub forma : v= e 2" A cos(u,:t—a): 
Forţa de frecare influenţează asupra mişcării oscilatorii şi îi alterează frec- 
venţa naturală (proprie), în același timp amplitudinea oscilaţiei scade con- 
tinuu exponențial pînă în momentul încetării mişcării. Ţinînd seama că dacă 
nu ar exista forța de frecare viscoasă, punctul ar avea o mişcare oseilatorie cu 


5 k A DEn j 5 
pulsația : 4 = = ; pulsația mișcării obținute se poate scrie sub forma : 
m 


E 
= l = - 10.75 
O a) Dă (10.75) 


În acest caz, ecuația de mișcare se reprezintă ca în figura 10.19. 
În cazul în care forța de frecare este suficient de mare, astfel că există 


12 
relaţia : [zl e rădăcinile a, și a sînt egale : a, = ga = =n 
m m 
În acest caz ecuaţia de mişcare este : 
bt 
z = (C, + Code 2m. (10.76) 


Constantele C, şi C, determinate pentru aceleași condiţii iniţiale: (=0; 


- a ba, 
To; D =b, au valorile: C, = q şi C = n +=. 
2m 
În acest caz mişcarea oscilatorie dispare şi capătă caracter de mişcare 
aperiodică, care se reprezintă ca în figura 10.20. În acest caz valoarea coefi- 
cientului b de amortizare viscoasă se numește coeficient de amortizare critică. 
Valoarea coeficientului de amortizare critică este : 


d _/_ă age 
2m A = sau bor = 2 Vim = 2M o. 
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b 


Xo>0 X9>0 X,> 0 
Vo» >0 Vo< 0 (mic) ` Vo < O(more) 
Fig. 10.21 


În cazul forțelor de frecare vîscoasă foarte mari pentru care corespunde 


E b \2 k SDT a A 2 
relaţia : E) >— sau ber > 2m-oo, rădăcinile a, şi a, sînt reale şi nega- 
2m m 
tive : 
CS — N 3- Mo = —ha. 
Ecuația de mișcare este în acest caz: 
D= Guset E Geha, (10.77) 


Mişcarea este, în acest caz, aperiodică, adică nu apar fenomene oscilatorii 
şi tinde asimptotic către poziţia de repaus. Constantele C, şi C, se determină 
în funcţie de condiţiile iniţiale care imprimă caracteristica mișcării. În figura 
10.21 sint prezentate diagramele specifice acestei mișcări în funcţie de condi- 
ile iniţiale. 

O expresie -a cotei de schimb a energiei oscilatorului se poate obţine înmul- 
find ecuaţia mișcării cu z: i 


m DE PRI Le E oE, (10.78, a) 


care se mai scrie şi sub forma : 


e [ama A ze) Sai (10.78, b) 
dt |2 2 

Această relație arată că energia punctului material este suma dintre energia 
cinetică şi energia potenţială, iar derivata ei în raport cu timpul indică cota 
de energie care este disipată în căldură datorită frecării. 

În cazul mişcării oscilatorii amortizate (cazul frecărilor mici) se folosesc 
doi parametri care permit aprecierea gradului de amortizare a sistemului. 
Un prim parametru denumit decrementul logarilmic al mișcării, este definit 
de expresia : E 


3 = In 0 ln a 


.. 


x(t) (LHT) 
sau: 
—bt 
2m 
EE e A cos (W, l — a) Miray prir 
MED) “am mo” 
9 
i TA cas [oll + T) — a] 
e p (10.79) 
IN" 
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Al doilea parametru de apreciere este așa-numitul factor Q, definit de re- 
tahia: , 


energia totală 
Q = 2: f 


(10.80) 


scăderea energiei pe ciclu 


Se consideră 2, şi 2, două poziţii succesive în care viteza este nulă. 


În 
aceste poziții, energiile punctului sint potenţiale și se poate scrie : 
1 a 
—- hai i 
2 
Q = 27 28 
1 A 1 3 Te | 
— hai — kti 1—|— 
2 2 a] 
` SR A = z ; z 
Observind că: = = e5, factorul Q se poate exprima în funcţie de decre- 
Tr ` 5 
mentul logaritmic : 
1 5 
Q = 2r — EE = (10.51, ay 
1 — 6-25 
Dacă amortizarea este mică, valoarea lui 5 este mică și expresia lui Q se 
poate scrie : SI 
1 T ` 
Q = 2r ——— =L, (10.81, b) 
1— {= 28) è 


astfel că factorul Q este mare atunci cînd decrementul logaritmic este mic- 


10.3.4. MIȘCAREA RECTILINIE OSCILATORIE AMORTIZATĂ 
SUB ACȚIUNEA UNEI FORȚE PERTURBATOARE SINUSOIDALE | 
(fig. 10.22) 


Pentru acest studiu se va folosi calculul cu numere complexe, fiind mai 
operativ. Expresia unui număr complex este de forma: z =x + i-y, iar în 
coordonate polare poate fi pus sub forma: z =r cos 0 + i-r sin 0 = r-e. 

- ISIC IE AI y . v ` 
unde : t= Jx + y? și 0 = arctg% ; conjugatul numărului complex z este z5 
x 


și este z =x —i-y =—r-e%, astfel că mărimea: r = aa +y: = |z| = 
=,/2.7*, 


Ecuația de mișcare a punctului material considerat este : 


mz- bex- k.æ = Fy cos pl. (10.82) 


b (4200999049897 


X e 


Focos pt 


X 
O a a 


Fig, 10,22 
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Pentru soluționare se folosește ecuaţia auxiliară : 


my + by + ky = Fo sin pl. 
Înmulţind ecuaţia auxiliară cu i și adunind-o la prima, se obţine: 
mez 4 b- + ez = Fet?! 


Ecuaļia de mişcare a oscilatorului este constituită de partea reală a soluției 
aceslei ecuaţii, care este de forma: 


z = eD (10.83) 


d 


Introducînd această expresie în ecuaţia generală de mai sus se obține: 


| ; F F, 
| Zea Ea e eee CI see (10.84, a) 
k—m-p?+ip-b m(w? — p?) + i-p-b 


k 2 ă ă a 3 
unde : o = E este pulsația proprie a oscilatorului liber neamortizat. Se ob- 
m i 


servă că se poate scrie: 


Ze Boat (10.84, b) 

unde : S 
RIES LESS o pia 10.84, e 
Vmi(o2 = pi): pb SE Ep m(o2.— p?) ( ) 


Soluţia generală a ccuaţiei de mişcare scrisă sub forma complexă este: 
z = Ben B z, (10.85, a) 


unde z, este soluția generală a ecuaţiei omogene. 

Partea reală a acestei expresii reprezintă ecuația de mișcare în cazul con- 
siderat, şi are forma : v = B cos(p:t — DeeS 

Dacă amortizarea este suficient de mică pentru ca mişcarea să aibă caracter 

a 3 7 : : Es SERER I A E 
osciiatoriu, expresia lui x, este identică cu cea găsită în cazul mişcării amorti- 
zate libere : 


=) 
3 2m > 
xı =e (a, cos wt + @ sin œl). 


k Această mişcare după un timp suficient de mare încetează. Din acest motiv, 
ea poartă numele de tranzitorie. Ecuația de mişcare a sistemului este deci: 


s 
—! 
z = B cos(p-t — B) + e" (a, cos out + a sin oul). (10.85, b) 


A Se observă că mișcarea rezultă din suprapunerea a două mişcări şi poate 
i împărțită in două etape, și anume: liberă (fără forţe perturbatoare) şi 
4 mișcarea punctului sub acţiunea forţei perturbatoare. 
A Cele două mișcări sînt: mişcarea de oscilație amortizată şi o etapă tran- 
| Zilorie în care se produc atît mișcarea de vibraţie proprie, cît şi cea între- 
ținută, Această etapă se numește regim tranzitoriu. 
A doua etapă, în care vibrația proprie poate fi considerată neglijabilă, 
se ia în consideraţie numai oscilaţia întreţinută, Această etapă este denu- 
mită regim permanent sau staționar». 
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A LG 


Fig. 10.23 


Pentru determinarea constantelor de integrare a, şi a, se folosesc condițiile 
inițiale. Dacă la t =0; 2 = şi v =vo, se obţine: 


b 


2mo; 


a =% — B cos B şi a, = ao S) sin 6 + (xa — B cos f) (10.86) 


[AFI O 
În figura 10.23 sînt reprezentate grafic : mișcarea amorlizală liberă proprie 
sislemului, mișcarea întretinulă, mișcarea rezultantă. 
Dacă se consideră cazul particular în care B = 90° ; 2, = 0 și ve = 0, obser- 
vind că: a, =0 și a; = — B, ecuația de mișcare devine: 


bt 
z = Aa —e am ) in pt. (10.87) 


O e NA! TE, = : 
În cazul frecării iei seste mic şi expresia devine: 
m 


zr = gji — (i aae př= To tsin pl. (10.88) 


2m 2pm 


Această expresie este asemănătoare cu cea determinată la rezonanța osci- 
bl 
latorului fără frecare, Dacă valoarea lui t creşte, e2m tinde către zero, astfel 
ca mișcarea intră în regimul permanent, 
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Fig. 10.24 


Pentru cazul în care frecarea este mică, alura mișcării rezultă din figura 10.24. 
Se observă că începînd de la un moment /, mișcarea capătă forma carac- 
teristică regimului permanent. 

Amplitudinea mișcării întreţinute are expresia : 


ie DEEE 0 E = E IE PE (10.89) 
Vm(o* — p’)? + p*-b? daf i 
Je = p°)? + b2. p? o, 
m? 
Fo 
unde s-a notat: = = q. 
m 
Dacă se aplică static o forță F, arcul se alungește cu mărimea : 
Fo 
EE o 
sog ss k E 5 W’ 
m 
Expresia amplitudinei B poate fi scrisă sub forma : 
=> 
2 
13 = B (10.90) 


Eeee 
(0) o’ om? 


unde B, se numește factor de amplificare și este adimensional. Observînd că 
valoarea coeficientului de amortizare critică este : 


Der = 2m-o = 2m ke ; 


m 
expresia factorului de amplificare devine : 
pIE 1 = 1 
E = 
272 2 2 2 TO 2 2 
E a setez) e 
(2) o œm? o? ber o 


Dacă nu există frecare, factorul de amplificare devine : 


- (10.91, a) 


jj etic dap În ză (10.91, b) 


Și exp 


7 resia este, în acest caz, tocmai cea găsită la mişcarea oscilatorie fără 
recar 


e sub acțiunea unei forţe perturbatorii sinusoidale. 
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+0 
30 F 
Blo): 
Mm?ľu& p?) + p2 b2 
20 
10 
8 oE Ip E 


o a 5 6.78 9 10112134 Ps) 


Fig. 10.25 


A'plca/s 


130 si: 
120 
“110 

| | 
90 


Ps) 


1 D350 EO 1112 03 14 
Fig. 10.26 
Variația factorului B(6) în funcție de variaţia pulsaţiei perturbatorii este 


redată în figura 10.25 pentru diferite valori ale coeficientului b. 
Viteza în regim permanent este dată de: 


x = — Bepsin(pet— 8) = A cos[p- ~ (10.92) 
Amplitudinea vitezei este A(p)=p-B(p) ce admite o valoare maximă 
care rezultă din: = == 0, şi se obline: Or =. 
C 


Reprezentind grafic amplitudinea vitezei se obţin caracteristicile vitezelor 
(fig. 10.26), 


Din diagrame rezultă că diferenţa de fază între deplasare şi viteză este de 

90° şi între viteză şi forţă este y=Bp-—-—- 
2 

Variația diferenței de fază dintre forţă și deplasare este reprezentată în 
figura 10,27, în functie de pulsaţie perturbatoare w. 

Po n rai VR rai Î A ; iscar 
„Xentru a evalua disiparea energiei. se înmulțește cu a ecuaţia de mişcare 
şi se obtine ; 


M'e A Dra? A kew = xF cos pl 


156 


02 305578 91071 12 1314 Ps) 


Fig. 10.27 


sau observind că: 


1 1 
e =— me — kr? 
2 2 


este energia totală a punctului, avem: 


= poa = xF, cos pt. (10.93) 


Această relație arată că energia dată de forța perturbatoare este- egală cu 
variaţia de energie a sistemului, la care se adaugă cota de energie disipată 


drept căldură. 


10.3.5. SISTEME ANALOGICE 


Este demn de remarcat faptul că pentru fiecare sistem mecanic există un 
circuit simplu electric conform unei ecuații. diferențiale identice. Astfel, în 
figura 10.28 este arătat un circuit ce conţine o baterie cu o forţă electromo- 
toare O, o rezistență R, o inductanţă L și un întrerupător S. La închiderea 
întrerupătorului S funcționarea circuitului este exprimată de ecuația dife- 


LÆRI = by (10.94) 


unde F este intensitatea curentului la un moment dat, adică sarcina electrică 


ce este dată circuitului pe secundă, astfel că se poate scrie : I = q, iar ecuaţia 
diferenţială se poate scrie : 


Ia + Rq =D, (10.95) 


Această ecuație este identică cu cea care exprimă mişcarea unei mase m 
ce se deplasează într-un mediu vîscos sub acțiunea greutății proprii. Dacă 


în momentul iniţial L =0, curentul inițial este 


nul Z = 0, ecuația diferenţială integrată ne dă E să 
ES LR 
EA $ 
Zr Tea a, 
-l 
afi —e* j (10.96) e 
AES ; Fig. 10.28 
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„ceca ce arată că intensitatea curentului la valoarea 
finală esle : 


D 
Tae 
C L E 
Evident că, în mod analog, o masă ce se mișcă 
într-un mediu viscos capătă o viteză finală dată de 
, m-a 
3) expresia : v; = ; 
Fig. 10.29 Un alt exemplu interesant îl constituie circuitul din 


figura 10.29, constituit dintr-o capacitate C și o induc- 
tanță L. La momentul iniţial capacitatea posedă o sarcină qg. La închiderea 
circuitului funcţionarea curentului este exprimată de relaţia : 


Ie es (6) (10.97) 
d G 
sau boq EE =. 
G3 


Solutia generală a acestei ecuatii diferențiale este de forma: q = C, cos wt + 
IEAS ol, SI A9 


Si zu 
unde ; O = (10.98) 
Dope ge VEC 
Pentru determinarea constantelor de integrare se presupune că la momentul 
inițial t = 0 se cunosc sarcina inițială qo și curentul inițial 1 = 0 — q 


E 


Rezultă : q = qa cos œt sau: q = qo COS 


1 
VLC 

Se poate observa că sarcina electrică oscilează cu o frecvenţă caracte- 
ristică asemănătoare cu oscilația unei mase agățate la capătul unui arc. Din 
analiza celor două exemple de mai sus se pot stabili analogiile electrice ale 


diferitelor mărimi mecanice. Acestea pot fi concentrate și comparate sumar 
în tabela de mai jos: 


Mărimi electrice Mărimi mecanice 
Denumirea Simbol 
Inductanţă JE Masa 3 m 
Rezistență ap R Constanta de amortizare b 
Reciproca capacității 1/C Constanta elastică R 
Sarcina q Coordonata spațiului e 
Intensitatea curentului i Viteza v=v 
Tensiunea (voltajul) V Forţa I 


; | 
i | ES a SS a a 
Energia cinetică este exprimată de relația : 
1 A 
E ie Gl (10.99, a) 


in comparaţie cu cea cunoscută în mecanică ; lie = A musai, 
9 
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ip 


k focosul 
Pai A 000050 m 


77777777 7777777777 
a b 
Fig. 10.30 
Energia potenţială este dată de relatiile : 
sir (ful 
| pe E ct ESL) (10.99 b} 
p 2 [3 q 


3 10 za ha 
comparată cu DE Diaz, E Za în mecanică. 


Pentru fiecare sistem mecanic se pot găsi exemple care să constituie circuite 
electrice analoage cu cele mecanice. 

Astfel, pentru mişcări oscilatorii armonice sub acțiunea unei forțe perlur- 
batoare sinusoidale se poate considera circuitul analog din figura 10.30, a, b. 
Funcționarea circuitului electric (fig. 10.30, a) este exprimată prin ecuația: 
diferenţială : 


Lg + Rgt = E, cos ol. (10.100, a) 


Această ecuaţie diferenţială este identică cu cea stabilită la mișcarea osci- 
latorie amortizată sub acţiunea unei forţe perturbatorii sinusoidale. Folosind 
şi de această dată calculul cu numere complexe, ecuaţia se mai poate scrie 
sub forma : 


L-0 + R-0 +0 = ap (10.100, b) 


unde Q este sarcina exprimată ca număr complex, iar V = Ee™®t este ten- 
siunea perturbatoare exprimată în complex. 

Sarcina în regim permanent este dată de partea reală a soluţiei ecuaţiei 
diferențiale. Sarcina şi curentul sînt exprimate de : 


Q = Qore şi 1 = lose, 


unde : Qo și Ie sînt amplitudinile complexe. 
Rezultă : 


Q=i:0:Q şi 0=I=isoil. 


Ecualia diferențială devine astfel : 


PP 


Doi Da Ra LMI avi (10.101) 
i-o. G 


Notînd impedanţa complexă a circuitului: Z = L'iro + R + » ecuația 
Li 
diferenţială se reduce la forma : 
IZ =V. (10.102) 


Această relație este tocmai legea lui Ohm şi este, ca formă de exprimare, 
identică cu cea valabilă în curent continuu, | 

(Se remarcă că această metodă dă soluţia la funcţionarea în regim per- 
manent, nu tranzitoriu). 

Impedanţa se poate scrie: 


Z =| Z le'* ceea ce rezultă; 
1 = Boaetot- şi 1 = cos(ul — y); 
IZ] IZI 


în aceste relaţii Z reprezintă partea reală a expresiei complexe a curentului. 
Expresia modulului impedanței Z. este: 


[ZI = Ra toi od, (10.103) 
(O) 


unde: oo = a este pulsaļia proprie a circuitului în cazul în care: R=0. 


Unghiul de defazare y este dat de expresia : 


= pg atat Sage (10.104) 
{ R% 
Impedanţele complexe ale elementelor circuitului sînt : 
7 O Zog al (10.105, a) 
iw C oC 
iar căderile de tensiune complexe pentru fiecare element sînt: 
Va a (10.103, b) 
Tensiunile instantanee reale sînt: 
Ir SAE 
Zi Sole i Zet ca. (10.105, e) 
oC 


Rezultă că tensiunea în inductor este în fază înaintea curentului cu 909, 
tensiunea în rezistență este în fază cu curentul, iar tensiunea în capacitate 
este în urmă cu 90°, Diferenţa de fază dintre curent şi tensiunea perturb 
este y determinat mai sus. Se pot face analogiile : 


aloare 


AS Oa SL APR E ia (10.108. a) 
m 
impedanța totală este, ca atare: 
Z =Zm + Zi t Zy (10.106, b) 


Rezultă că ecuația diferențială a mişc 


ării oscilatorii amortizate sub acțiunea 
unei forțe perturbatorii sinusoidale se 


poale serie sub forma : 
UZ sf, (10.107) 
unde P = Fyred'orl este expresia în 


complex a forței, iar U este expresia 
complexă a vitezei, 
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10.4. DINAMICA MIȘCĂRII RELATIVE 
| A PUNCTULUI MATERIAL 


Ecuația fundamentală a dinamicii : F = m-ă este exprimată în raport cu 
| un sistem de referinţă fix. În această relaţie, F este suma tuturor forţelor 
| active şi de legătură, iar d este acceleraţia absolută. Dacă se studiază mișcarea 

punctului în raport cu un sistem de referință mobil, atunci ținînd seama că 
acceleraţia absolută este egală cu suma vectorială dintre accelerația relativă, 
acceleraţia de transport şi acceleraţia Coriolis : d, = â, + d; + de din expre- 
sia legii fundamentale se obţine: m-â, =F, + Fug — mă, — m'ã, Deoa- 
rece : (— m-ă.) = F, şi (— m-åã.) = F, sînt forțele de inerție datorită mișcării 
de transport și forţei Coriolis (complementară), relația mai poate fi pusă sub 
forma : 
m-ă, =F +F, +F, =F, +E +Ë, + fe 


Proiectînd această ecuaţie vectorială pe cele trei axe de referință mobile, 
se obţin trei ecuaţii diferenţiale scalare care integrate ne permit să stabilim 
mişcarea relativă a punctului în raport cu sistemul de referință mobil. 

Dacă nu există forțe complementare, F; + Fe = 0, ecuaţia devine : m-ă, = 
= F. Aceasta este posibil numai dacă sistemul mobil de referinţă este inerţial, 
adică are o mişcare de translație rectilinie şi uniformă faţă de triedrul de refe- 
rință fix (© =0 şi d, = 0). 

În realitate nu există reper fix în natură. Ca urmare, calitatea unui sistem 
de referinţă de a fi inerţial nu poate fi stabilită decit pe cale experimentală. 
Dacă studiul unei mişcări mecanice în raport cu un anumit reper, cu ajutorul 
ecuaţiei fundamentale, dă rezultate ce coincid cu experienţa, atunci sistemul 
poate fi considerat inerţial. 

Între rezultatele experienţei şi cele prevăzute de teorie nu poate exista 
decît o corespondenţă aproximativă. Se consideră că gradul de inerţialitate 
este cu atît mai corespunzător cu cît erorile ce rezultă pe cale experimentală 
sînt mai mici. Astfel, pentru aproximaţii de ordinul celei de-a treia cifre 
semnificative, Pămîntul poate fi considerat ca un reper inerţial. ;; 


APLICAŢIA 1 


Un punct material de masă m =4 kg este acţionat, în timpul mişcării 
sale, de forțe avînd scalarul X = — 16z și Y = — 4 y. Ştiind că în mo- 
mentul iniţial se găsește în poziţia (A) de coordonate xv = 2; y =2, cu 
viteza iniţială de componente v, =0; v, = 2, să se determine ecuaţiile para- 
metrice ale mișcării, traiectoria, viteza, acceleraţia şi raza de curbură în 
poziţia iniţială A. 

Rezolvare 


Ecuația fundamentală a dinamicii punctului material, proiectată pe axele 
carteziene Ox şi Oy, conduce la: 


m-a =X; my=Y; 
4m = — 16x; 4y = — 4y; 
z+4z=0; y +y =0. 
Soluţiile acestor ecuaţii şi vitezele respective sînt: 
z = C, cos 2t + Casin 2l; y = G cost + G sint; 
x = — 2C; sin 2t + 20, cos 2t ; y = — G sin t + G cos t. 
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l = 0, rezultă constantele de integrare : 
C =2; CG =0; Cs =0; GC =2, 
Ecuațiile parametrice sînt: 
Da 2005 2l; y = 2 šin t, 


rametrului /, rezultind parabola (fig. 10.31): 


g= 2 — jj, 
Viteza are componentele ; 
wa = — 4 sin 2l ; 
Fig. 10.31 Zi = y = cost, 
Acceleraţia are componentele : 
ao = vs = — 8 cos 2l; 
Qy =v; = — 2sin l. 


Se observă că pentru £ = 0, rezultă : 
d = — 8; a, =0. 


Această accelerație, calculată cartezian, coincide cu componenta accele- 
rației normale după triedrul Frenet. Deci: în A, 


la| =— 


Pa 
De aceea raza de curbură Pa» la momentul iniţial, este : 


APLICAŢIA 2 
Un punct material greu, de masă m, se mișcă pe faţa superioară a lănţi- 
v 


—r 
şorului y y epe" ji pornind din punctul A, de ordonată y, cu vi- 
teză inilială v». Unde se desprinde punc- 
tul de lănţișor ? (fig. 10.32), 
Rezolvare 


Fie A poziţia de desprindere. Se scrie 
ecuaţia fundamentală a lui Newton pro- 
iectată pe direcția și în sensul normalei 
principale y din triedrul Frenet ; 


Li 
m = m'g cos 0 —N. 
P 


d Condiția de desprindere este ca N=0, 
deci : y 


u? == p'g cos 0, Fig. 10.32 
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Puniînd condițiile inițiale la momentul 


Traiectoria se determină prin eliminarea pa- 


Pentru calculul razei de curbură p se folosește expresia cunoscută: 


1 + pala 
plete At 


Li 


y” 
| iar pentru înclinarea 0, se calculează : 
| cos 0 aea E e ai ecua 
Vi + ta 0 Vi +y” (1 +y). 
| Se vede că: 
y' sh şi y'= deh. 
i a a a 
| Deci : 
` [+ + sh? A 
| Dim oa a e E Se ete Magi 
À v” (dry y EI 
a a 
Se aplică teorema energiei cinetice între poziția A şi Ag. 
mw? mvg 
age oS: 


De unde : 
v? = w + 2g(y — Yo). 
Înlocuind cu v? = a-g, rezultă : 


v 
Y = 2J — —: 
g 


Pentru determinarea abscisei z, se foloseşte relația : 


De unde: 


z=a In Vt EEE =, 
| 
Ee a 
i =a ln g g 
mem 


i 
| APLICAȚIA 3 


| Un punct material M de masă m 
se mișcă fără frecare în planul yoz ce 

f se rotește cu viteza unghiulară con- 
stantă o în jurul axei verticale oz, 
(fig. 10,33), 


Fig. 10,33 
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Știind că în momentul inițial se află în Me (0, d, 0), cu viteza inițială 
PD =0, să se studieze mișcarea relativă și reacţiunea planului. 


asta Rezolvare E 
Ecuația fundamentală a dinamicii mișcării relative a punctului este: 
m-ă, =F + F, + Ipi 


în care: > j 
F| = mea, = m'z-a3; 


IF. = 2mlo, X 3,| = 2M2. 
Se proiectează ecuația fundamentală pe cele trei axe : 
mer =m ot; 
0 = N — 2m oz; 
m:z =m-g. 
Ținînd seama de condițiile inițiale, rezultă : 
=- (et 4 eoet) = bch ot; 


N = 2m-%* b-ch o*t. 


m 
MOMENTE DE INERȚIE 
11.1. GENERALITĂȚI 


Mişcarea unui punct material este exprimată prin ecuația fundamentală 
a mecanicii : F = m-ă. În această relație F este rezultanta tuturor forțelor 
ce acționează asupra punctului, :ă este accelerația față de sistemul de refe- 
rință fix (inițial), iar m este masa punctului și este considerată constantă. 

În cazul mişcării de rotaţie a unui sistem de puncte materiale sau a unui 
corp solid rigid faţă de o axă se constată că legea fundamentală nu mai 
„poate exprima complet corelaţia dintre mase, forțe și mișcare. Se constată 
"experimental că mișcarea de rotaţie în jurul unei axe a unui corp solid 
„rigid (sau a unui sistem de puncte materiale) depinde de mărimea masei şi 
de modul în care este așezată (distribuită) masa faţă de axa de rotaţie. 
Expresia matematică a influenţei pe care o are masa corpului şi distribuţia 
(forma) masei față de o axă, asupra mişcării de rotaţie a corpului- faţă de 

J această âxă, sub acţiunea unui sistem de forţe, poartă numele de moment de 

inerție mecanic al sistemului în raport cu axa respectivă. 

n mod asemănător se poate observa că dacă se consideră o bară supusă la 
întindere (fig. 11.1), alungirea (deformația) barei depinde de mărimea supra- 
“feței și nu de forma ei. Astfel, în baza legii lui Hooke, se obţine : 


N-l 
| e SE ul A 4 
Al (1.1) 


Fig, 11.1 


"6 


n.” 


Fig. 11.2 


Se ia în considerare o bară de secţiune dreptunghiulară îngustă, ca în 
figura 11.2. Dacă bara este simplu rezemată în A și B și asupra ei acționează 
o forță F, deformația barei depinde nu numai de mărimea secţiunii ei și de 
modul în care este așezată secţiunea barei faţă de acţiunea forţei. E xpresia 
matematică a influenței mărimii secţiunii și-a formei secţiunii barei asup 
orpului. sub. acţiunea unui sistem de. forţe poartă numele de 
momen ţie. ic. ; 
cale experimentală se stabileşte uşor că influența distribuției masei 
asupra mişcării intervine proporțional cu pătratul distanței elementului de 
masă sau de volum față de axa de rotație. 

În cazul unui sistem de n puncte material A,(i = 1, .::; n), pentru un 
punct i corespunzînd o masă m; și o distanță l; la axa în jurul căreia se poate 
roti sistemul, expresia momentului de inerție este : 


n 
Ia =D omn B (11.2, a) 
5 i=1 3 


În cazul corpului solid, această sumă se transformă în integrală referitoare 
la domeniul (D) ocupat de corp : à 
Ja = | l- dm. l (11.2, b) 
È i Dy z i 
La plăcile plane;-m este masa pe unitatea de suprafață a suprafeței plane. 
În mod corespunzător, pentru momentele de inerție geometrice se pot scrie 
relaţiile : sa a : j 


E 


n 
I= Aue hR saa] : (11:3, a) 
rg ZE 
ENVY, e irita 3, => 411.3, b) 
(D) 


Dimensiunile şi unităţile de măsură pentiu momentele de inerție sînt: 
[J] = ML2, respectiv kg-m: pentru cele mecânice şi [I] = Mt respectiv mi 
pentru cele geometrice. spie ie a! 

Pentru a stabili o definiție mai cuprinzătoare, se consideră un sistem for- 
mat din n puncte materiale discrete P; cu masele m;(i =1, ..., n) a căror 
poziție este dată în sistemul de referință cartezian prin coordonatele punc- 
telor Tis Yn Zy 7 ; sE. 

Expresia : 


Ja = Dome ah yiz, (11.4) 
unde : a, b, c sînt numere întregi şi pozitive poartă numele de moment de 
ordinul a+ b + c. + ue 

Aceste momente se pot clasifica după cum urmează : 


MISI il ae R 
— pentru a=0; b =0; c =0, expresia” devine: M = ame: ea repre- 


zintă momentul de ordinul zero și este miasa M a sistemului; 
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— pentru a=1; b =0; c =0, expresia este un moment de ordinul 1; 
este un moment static al sistemului în raport cu planul yoz și devine : 


n 
Syor = Pam zu ; (ERO, a) 


— pentru a =2; b =0; c =0, expresia devine un moment de inerție 
mecanic în raport cu planul yoz; este un moment de ordinul al doilea: 


n 
Ioa = 2m, at ; (11.5, b) 


— pentru a =1; b =1; c =0, expresia se numește moment de inerție 
mecanic centrifugal denumit şi moment de deviație al sistemului față de 
planele yoz și zox. Este de asemenea un moment de ordinul al doilea : 


n 
Jay = Dame teye (11.5, €) 
(= 


În aplicațiile curente din mecanica tehnică interesează numai momentul 
de ordin zero, de ordinul întîi şi momentele de ordinul doi. Momentele de 
ordin mai mare nu prezintă interes în mecanica tehnică. Dacă se consideră 
sistemul de puncte materiale discrete P,(m,) ; (i = 1, 2, ..., n) şi se notează 
cu li(i= 1, 2, ..., n) distanţele de la punctele sistemului la un plan (P), la 
o axă (A) sau la un punct 0, expresia : Ja = 3)om,-E reprezintă un moment de 
inerție planar, axial sau polar. Dacă se aplică același raționament la un corp 
solid rigid cuprins în conturul (C), respectiv domeniul (D), care se împarte 
într-o infinitate de mase elementare dm aflate la distanţele 1 de planul P, 
axa A sau punctul 0, atunci expresia devine: J = fe- dm. 

În funcție de modul cum se măsoară distanța l, momentele de inerție se 
numesc : 

— momente de inerție planare i 


Jzoy = DOme 3 Jp = Dume; Jzo2 = Domy, (11.6, a) 
Jzoy = f z-dm; JTyoz = f z?-dm; Jzoz = f y°-dm ; 
(D) (D) (D) 


sau : 


— momente de inerție axiale + 
aa PTERA; J, = Ym +2); J, = mai + v) 
J =| 0 + dm; J, =f (@+z)dm; J, = f(t +y)dm; (11.6, b) 
(D) (D) (D) 
— momente de inerție polare : 
Je =X me =) mA + fi +2) sau J =f rim = 
i, G +y’ + z’)dm; (11.6, c) 
— momente de inerție centrifugale : 
P Jzy = Pme tY; Joz = D mete; Tus = Dmeyezi 
Ja =f z-w-dm:; Jes = fæz.dm ; Joa = jam. 


Se observă că momentele de inerție planare, axiale şi polare sînt mărimi 
scalare întotdeauna pozitive, în timp ce momentele de inerție centrifugale 
sînt mărimi tot scalare ce pot fi însă pozitive, negative sau nule. În mod 
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similar se definesc aceleași categorii de momente de inerție ale suprafeţelor 


plane, în planul xoy: S 
— momente de inerție axiale : 


I, = a; I, = fzr dA; (11.7, a) 
— momente de inerție polare : 
Ip = [u> + x’)dA = jr-dA ; (11.7, b) 
— moment de inerție centrifugale : 
Isy = fx: y: dA. (11.7, c) 


În aplicațiile practice din domeniul mecanicii tehnice este necesar a se 
folosi relații între diferitele categorii de momente de inerție. Astfel, între 
momentele de inerție planare și cele axiale, stabilite pentru un sistem de puncte 
sau un corp rigid în raport'cu un sistem de referință, se pot stabili relații de 
genul: 

n n n 
Ja =X me (it 4) = Dome + mă 
t= = l= 
sau : 
Ja = Jzoz | Jzoy; Jy = ao IF aloe Ha = darea AP dez (11.8) 
În mod similar, se pot obţine relaţii de forma : 
dj ÎS de = Bile ar I; If i ei 09 cae ia 
Jase ds = Allan SF dap (11.9) 


Este ușor de văzut că se poate obţine relaţia : 


n n n n 
i Yml ++ = omu zi + 2m: yh + oma = 


z mdh +A) + Dome + 2) + Ome (a + w], 
sau: 
1 
Jo = Jyoz + Jazoa E Jroy = (niz Jo alla) (11.10) 


Aceste relaţii sînt valabile şi în cazul solidului rigid. 
era dintre momentele de inerție mecanice și cele geometrice. Se observă 
AAD . 


f — momentul de inerție geometric este : 
I = je-dv; 
— momentul de inerție mecanic este: 


J = je-am. 


Pentru corpurile omogene : dm = p'dv, unde p este masa specifică. 
Rezultă că între momentul de inerție mecanic și cel geometric se stabileşte 


relaţia : 
J =pl. (1.11) 


Raza de inerție (raza de giraţie). Expresia momentului de inerție se mai 
A poate pune și sub forma: 


— 


Joz = Mita și deci iyos - e . (11.12, a) 


167 


În mod similar, se pot scrie: 


i , PA N 7 A 
Je = Miz; Jy =M; Je =MG; Jzor = Miza (11.12, b) 
Joy a Mi; J poe as M' ios; Ji = M- iĝ. 


Lungimea i reprezintă distanța de la plan, axă sau pol pînă la poziția 
în care trebuje plasat un punct material ce are masa M egală cu masa corpului 
solid rigid, astfel ca momentul de inerție al punctului astfel obținut, în raport 
cu planul, axa sau polul, să fie egal cu momentul de inerție al corpului. Raza 
de inerție (de girație) se măsoară în metri. 


11.2. VARIAŢIA MOMENTELOR DE INERȚIE MECANICE 
ÎN RAPORT CU DIFERITE SISTEME DE REFERINȚĂ 


În majoritatea aplicaţiilor practice în care există corpuri sau sisteme de 
puncte ce au o mișcare de rotaţie în jurul unei axe, este necesar să se deter- 
mine momentul de inerție, faţă de axa respectivă. Forma acestor corpuri este 
de cele mai multe ori o' formă geometrică comună, ca, de exemplu, o placă 
omogenă dreptunghiulară, o bară omogenă de secţiune constantă, o placă 
omogenă circulară, un cilindru, un con etc. 

Pentru aceste forme de corpuri care se întîlnesc în mod curent, se găsesc 
în tabele şi în memoratoare, gata determinate, expresia momentelor de inerție 
în raport cu anumite axe, de regulă în raport cu axe ce trec prin centrul de 
greutate. 

La rezolvarea problemelor este însă necesar să se determine expresia momen- 
telor de inerție în raport cu alte axe, fie paralele cu cele indicate în memora- 
toarele tehnice, fie înclinate. În cele ce urmează se vor determina relaţiile ce 
stabilesc expresiile momentelor de inerție faţă de un sistem de axe cînd se 
cunosc momentele de inerție față de alte axe. 


Variația momentelor de inerție mecanice şi geometrice în raport cu axe 
paralele obţinute prin translație față de sistemul în raport cu care sînt cu- 
noscute momentele de- inerție. Formula lui Steiner. Se consideră două 
sisteme de referinţă: Oxyz şi 0,x.y.Z, care au axele paralele, iar punctul O 


are coordonatele a, b, c faţă de sistemul O,xz (fig. 11.3). Expresia mo- 
mentului de inerție față de axele Oz şi 0,2, este: 


J, E Eydna Ji = fiat + y?) dm. (11.13) 
e! €) 


Între aceste două expresii se poate găsi o 
legătură scriind relaţia între coordonatele 
punctului M în cele două sisteme : 

mu trb ai. amy d. 

Folosind această relaţie, se obţine : 

„Ta = [Ci + vd) dm = 


7 due +++ b)*] dm = 


= f (2 + y’) dm + 2a f æ dm + 
T 20 f y dm + (aè + ò?) f dam; 
Fig, 11.3 o Jalea Satb S Ed M, (11.14, a) 


M 

* dm 
[x,y,z] 
[Xyz] 


\ 
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| 


de : S, și S, sînt momentele statice mecanice ale corpului față de planele 
e 202 și xOy iar d? = a + b? este distanța dintre cele două axe Oz şi Oz. 
+ Lă 4 4 7 î] à _ TE i 
În caz că centrul de greutate se află pe axa Oz, momentele statice S, și S, 
sînt nule, deoarece avem : 


Se =| zedm = Mag și S, =y:dm = Mye- 


Rezultă că dacă centrul de greutate se află pe axa Oz atunci expresia mo- 
mentului de inerție față de 0O,z, devine: 


Ja =J, + mo d. (11.14, b) 


Această relație este cunoscută sub numele de formula lui Steiner. În mod 
asemănător se pot determina relațiile pentru momentele de inerție polare, 
eentrifugale, planare etc. Astfel, în cazul sectiunilor plane, formula lui Steiner 
se scrie : I}, = I, + A-d?, unde: A este suprafața secțiunii (aria). 


Jo = Jo + 002:M ; Jag, = Jij FDM; Jeo! = Jzoy + 22-M. (1.44, c) 


Din teorema lui Steiner rezultă cîteva proprietăți importante ale momen- 
tului de inerție, stabilite față de sisteme de axe paralele : 

1) momentul de inerție este minim față de o axă ce trece prin centrul de 
greutate al sistemului ; 2 

2) locul geometric al axelor paralele, faţă de care momentele de inerție sînt 
egale, este un cilindru circular a cărui axă de simetrie trece prin centrul de 
greutate al sistemului și este paralelă cu direcţia dată. 

Notînd cu iz, şi i, razele de giraţie, se observă că există relaţiile de forma : 


2 =B H d. (11.15) 


Variația momentelor de inerție mecanice şi geometrice în raport cu o axă 
oarecare ce trece prin originea sistemului de referinţă. Se consideră un 
rigid C, constituit dintr-un material omogen și continuu, și un sistem de refe- 
rință cartezian Oxyz, față de care se presupun cunoscute toate momentele de 
inerție ale corpului. Corpul C poate să se rotească în jurul unei axe A ce trece 
prin origine ; pentru a exprima ecuaţia de mişcare, este necesar săřse deter- 
mine momentul de inerție față de axa A (fig. 11.4). 

Axa A este determin 
directoare : îi = cos a-i 
se utilizează notația ; 


nată de versorul ii caracterizat prin cosinusurile sale 
i + cos B-J + cosy-k. Pentru simplificarea calculelor 


l = cosa; mos; n = cosy. (11.16, a) 


Fig. 11.4 
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Dacă unui punct M al corpului solid rigid C i se atribuie o masă elementară 
dm, momentul de inerție mecanic față de axa A este dat de expresia: JA = 
= (2-dm, unde : 1 = MN este distanţa de la punct la axa A, zat 

Dacă vectorul de poziție al punctului M este f =g +y'J +z'k, dis- 
tanța ON este proiecția vectorului de poziţie pe axa A și are valoarea : | ON | = 


= = gcosa + yecos B + z:cosy. 
Distanţa MN =l rezultă din relaţia: 
MN: = OM: — ON: = (x? +y? + z?) — (cos a F cos B + zecosy) 
Deoarece : cos? «`+ cos? B]+`cos? y = 1; relaţia se mai poate scrie: 
MN: =l = (xt +y? +z) (cos: a @ cos? B + cos? y) — (x cos a + 
+ y cos B -P s cos y)’. 


Expresia momentului de inerție al rigidului G în raport cu axa A este 
conform definiției : 


T Ja = [lac + y2,4+ 22) (cos? a + cos? 8 + costy) — (x cosa + y cos B + 
Git. 
+ z cos y)2]dm = cos? a f (y? + z2)dm P cos? B KG + z2dm + 
| c 
+ cos? y | (<? +y°)dm — 2 cos a cos B | z-:y-dm — 2 cos a cos y | z:z-dm — 
G a 


— 2 cos ß cos y f y-z-dm 3 
c 
sau : 
Ja = Jz cos? a + J, cos? B + Jz cos? y —2J zy cos a cos B — 2J zz Cos a cos y — 
— 2J yz COS f cos y> (11.17) 
Mărimea momentului de inerție JA depinde de trei parametri, variabili 
în funcție de poziția axei, şi anume: cos œ, cos B, cos y; mărimile Ja} Jy, 
Jz Jzy, Jzz Jyz sînt considerate cunoscute și bine determinate în raport cu 
sistemul de referință Ozyz .Notînd: l = cos« ; m = cos ß şi n = cos y, func- 
ţia JA se poate scrie sub forma: 
fib m, n) = Ja = Jz + Jpm’ + Jon? — 2Jsy lm — 
— 2Jyz:mn — 2Jza:1n). (11.18) 
Cosinusurile directoare l, m, n sînt legate între ele prin relaţia: 1 = l? + 
+ m? + n?, care se poate scrie sub forma unei funcţii identic nulă : 
(mn) = 1 — (L m? + nì). (1.19 


Pentru studiul variaţiei mărimii momentului de inerție JA faţă de o axă A, 
determinată prin cosinusurile directoare l, m, n este necesară introducerea 
unei funcţii F(I, m, n) care să conţină expresiile f,(l, m, n) şi &(, m, n) şieste 
de forma : 

FU, m, n) = f,(l, m, n) + At, m, n) 
sau : 
F(, m, n) = Ie + Jpm Jant — 2Jys*m*n — aln — 


= Boylen + NI — (0 mt + n], (11.20) 
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unde À este o mărime scalară oarecare. Pentru a găsi valorile maxime şi mi- 
mentului Ja în funcţie de variabilele l, m, n, se anulează deri- 
vatele parţiale ale funcţiei F(, m, n) în raport cu cei trei cosinuși directori şi 
A « z TET A 
se obține un sistem de ecuaţii liniare omogene în raport cu Piz T 
(A — dal + Jey + Jan =0; Jail + AJ mat Jun =0; 


(11.21) 


nime ale mo 


Jel Jam + (A — Jan =0. 


Pentru ca sistemul să admită soluţii, este necesar și suficient ca determi- 
nantul sistemului să fie nul, deci: 


À — Ja Jay Iig 
UE N Edy Ja 0 (11.22) 
Joa Iy: À — Je 


Din acesta se obţine o ecuaţie de gradul al treilea în raport cu à! de forma : 
A — (Je + Jy + JIN: H Oed sF Je Jz aF JsJ; E Ji i Jiz s A as 
+ a Jis + Jyder ala Je 323 par E ACN PTD AA 20 PRR ATI ay =0. (11.23) 


Această ecuație admite trei rădăcini reale şi pozitive à;¿(i = 1, 2, 3). Pentru 
fiecare din aceste trei valori ale parametrului A sistemul de ecuaţii admite 
soluţii diferite de zero pentru l, m, n. Se obţine astfel un sistem de trei soluţii 
la m, ni(i = 1, 2, 3) pentru cosinusurile directoare. Fiecare din aceste soluţii 
reprezintă poziţii distincte ale axei A. Se obţin astfel trei axe concurente A,. 
În raport cu două din aceste axe, momentele de inerție capătă valori extreme 
(maxime sau minime), iar în raport cu cea de-a treia axă se obține o valoare 
intermediară. Cele trei axe A, constituie un triedru cartezian de referință 
Oxyz. Axele A, astfel obţinute poartă numele de axe principale de inerție cores- 
punzătoare punctului 0. Dacă punctul O este chiar centrul de masă al rigidului, 
atunci axele A, poartă numele de aze principale centrale, iar momentele se vor 
denumi momente principale centrale de inerție. 

Cele trei plane stabilite de cîte două axe principale poartă numele de 
plane principale de inerție. 

Pentru a găsi valorile momentelor de inerție principale, este necesar ca în 
„expresia momentului JA să se introducă valorile soluţiilor 1,:m,.ni(i = 1, 2, 3). 
Același rezultat se poate obţine din sistemul de ecuaţii liniare şi omogene 
care s-a determinat, înmulţindu-le cu —, —m şi —n, și însumînd rezultă: 


| A — IA E Jam Han =0; | — 
Jay'l + (à = Jm + Jpn =0;| —m (11.24) 
Jal + Jam HA SJ) = 0; —n 
Ja ds tt dim F Ip — dee Mari a — 2Iay i-mi = 
= MP mè + n) =A = Ja 


Rezultă deci : 
: Ja = àp (îm, 2, 3). 
padek cele trei rădăcini à, (i = 1, 2, 3) reale şi pozitive obținute maì sus 
sint tocmai valorile momentelor de inerție în raport cu cele trei axe prin- 
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cipale de inerție A 
două cîte două. P 


entru a demonstra această proprietate, să considerăm sis- 
temul de ecuaţii, care este verificat de soluţia : 


| 
«(i = 1, 2, 3). Axele principale de inerție sînt ortogonale 


A= Mi o == a, ; B = Bi; Y =Y; 


(Ja —A)cos æ" — Jey cos Bi — Jes'cos yi = 0; 
— Jey COS at Hi(Jy — à)cos B, — J ya'cos yy = 0; 
— Jaa COS æ, — J pe COS Bi + (JM — )cos y, = 0; 
ecuaţiile respectiv se multiplică cu cos az, cos Bas 


COS Ya Şi apoi se adună, 
obținindu-se : 


—A (COS æ, "COS a; + cos B, 'cos Ba + cos Yı'COS Y2) + Jz COS "COS az # 
+ Ju cos Bi-cos Ba + Jz-cos yes ya — Jzy(Cos B,*cos ag + 
+ cos Ba-costa,) — Jys (cos y,*cos Ba -P cos yz:cos Bı) — Jza(0os æ, cos ya + 
+ cos æ.cos yı) = 0. 


În mod similar, pentru soluția AÀ =); œ =a2; B = B2; Y =Y» dacă se 
multiplică ecuațiile respectiv cu cos æ, cos f, şi cos Y» Şi se adună, se obține 3 


— Îz(C0s æa *COS æ, +-icos B -00s B, + cos ya-cos y1) F Jz'COS gcos a + 
+ Jy*cos Ba«cos Bı + Ja*COS Ya*cos yı — Jzy(Cos Ba-cos a, + 
cos B, -coSs >) — Jyz(Cos Ya:cos B, + cos ya*C0s Ba) — Jza(COS aa-cos Yı F 
+ cos a,:cos ya) = 0. 


Scăzînd între ele aceste relații, se obţine: 


(àr — Aa)(COS au-coslaz + cos B ecos Ba + cos y1*cos ya) = 0. 
Presupunínd à, 3 àa se poate scrie: 


COS æ, *COS aa + COS f,-cos Ba + cos yucosy, = 0; 
şi deoarece : = = > 

ü, = COS aul + cos f,:] + cos y,’ k 

ü, = 008 æa’ + cos Ba:j + cos ya- À 


sînt versorii axelor principale A, și A,, rezultă că acestea sînt ortogonale. a 
Pentru a determina parametrii directori ai axelor A, A, şi Ag, se va con- 


z 
sidera determinantul : 
Jz — À Ia a a z 
—J yz Jy —J js =0 
—J r —J,y J; —A 


în care se va înlocui à; cu J,, respectiv Ja sau Te: Minorii acestui determinant 


sint tocmai parametrii directori ai axelor A, As, As. Se obţine astfel : 
— pentru axa (A,): 


Jy —J —J yz =J ya Jy =J, 


~J zy J —J, 


—J js —J ya 
+, — Jı aa 


aa lay 
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— pentru axa (A): 


EBA Ie oz ju, FI lua] Jela ph 

EN SV E PRE Ss a E ti a i 
— pentru axa (Aj): 

Ja Iy || =s Jye | | Îi 

RT ANES alea az a Ra 27 -Jš 


Dacă sistemul de puncte materiale este situat într-un plan ne aflăm în 
cazul plăcilor. Să considerăm; că sistemul se află în planul Ozy şi deci : z, = 0. 


Je = mei Jya mea J, =m: +y) = D= J, + Jy; 
Jey =Ma Y; Ja =0; Jy =0; 
folosind aceste simplificări, se obține ecuaţia : 
Js SA —Jzy 0 
=y Jy A (0 =0 
0 0 Jo — À 
şi rezultă : 
(Je ea DD keen (Jz aP JA Se Jay = Jal = 0, 
care are rădăcinile : | SR 
Ar = Jar = VU, ==) + ZEI 
‘ask (11:25) 
ds = J, = Jm i ERDA T ; 
Direcțiile principale vor fi redate de parametrii directori: i axelor A, şi 
Az; tinind seama că J,, = Jys = 0 rezultă : 
— pentru axa A: 
I, —J, 0 


0 op pei 
; = ; 3 


=I ys Jy wh 


0 |, 97 Op E Sg iii ing to 


sau : 

(Jy ID (Ja =I); Iu a Id: 0. 

— pentru axa A, vor rezulta parametrii : ză 

(y EINI EI PC Pe AR 0 

Direcţiile celor două axe principale şe pot exprima şi sub forma : 
tg a, = pentru >f A,; 


Jya 


E pentru axa A... (11:20) 
— i R 


tg Ag = 7 
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Hlipsoidul de inerție. Se consideră un 
corp rigid G, un sistem de referință Ozyz 
(tig. 11.5) şi o axă oarecare A ce trece 
prin 0, 

Mirimea momentului de inerție în ra- 
port cu axa A este dependentă de va- 
lovilo cosinusurilor directoare ale dreptei : 
l = cosg; m = cos B gi n = cosy, care 
variază odată cu schimbarea poziției 
dreptei, 

Via. 11.5 Expresia momentului de inerție faţă 
de axa A este: 
Ja = Jescost a = Jpscost B -H Jarcos 2y — 2Jaye cos cos fi — 
—=2J va 008 ecos y — 2J yst cos P-cosy. 

În această relație Je Jy Ja Jam Vas Jys sînt cunoscute, iar cosinusurile 
directoare sînt variabile, Se plasează pe axa A un punct N astfel ca distanța 
sa pînă la originea O a sistemului de referință să fie dată de relaţia : 


ON = Pa o (11.27, a) 
A 


Coordonatele punctului N faţă de reperul de referință cartezian Ozyz au 
expresiile : 


9 ` 


A k k 
v = — = Cos g ; = cos B; z= cos 
; VIa 3 y VIA B , VIA Ys 
de unde se obține : 
a 
cosa = 2A, cos p =LA ; cosy =+. (11.27, b) 


Introducînd aceste valori în expresia momentului de inerție faţă de axa A 

se obţine: c À 
Jaa + Jy y? + Jez? — 2J ysy — 2Jay*t*y — 2Jaa* 02 = kè. (11.28) 

Această relaţie reprezintă ecuaţia suprafeței pe care se plasează punctele N 
şi simetricele lor N’ în raport cu originea O şi este un elipsoid ce are centrul de 
simetrie în O şi poartă numele de elipsoid de inerție. Elipsoidul delinerţie con- 
stituie o reprezentare geometrică a legii de variaţie a momentelor de inerție 
în funcţie de variaţia axei. 

Dacă se alege un sistem de referință ce are originea în centrul maselor C 
se va determina în mod asemănător un elipsoid ce va purta numele de elipsoid 
central de inerție. În acest caz, expresia JA devine: 

Ja = Js cos? a + Jy cos? B + J; cos? y 
şi se obține : A 
Jo Xt yo Va bee Za = ka. (11.29) 

În raport cu axa A, paralelă cu A şi plasată la distanța d, expresia mo- 
mentului de inerție Ja, devine: 

Ja, = Ja + Med: = Jarcost a + Jos? B- Jascosty + Medi, 

Expresia elipsoidului central de inerție devine : 

ARIE) Ya 2 


să cale =], (11.30) 
unde s-a notat; iir i K A 
O E ; be p =m. à a P 
3 gs y ? GAT! 


a, b şi c fiind semiaxele elipsoidului, 
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în cazul unei plăci plane, expresia momentului de inerție în raport cu e 
axă (A) înclinată co trece prin O originea sistemului Oxy, are forma : 
JA = Je*00st a + Jy*sin' a — 2Jay*sin æ. cos a, 
Expresia elipsei de inerție va fi de forma : 
Jaat F Jy y — 2Jay' ty = le, 
dar serisă în raport cu axele principale de inerție, capătă forma : 
> x’ ya 
JX’ kr Ja Ya sau: —+ TA Í; 
li 1 
pantă a realiza această transformare s-au ales: C = ii M; Ji = M-83 
= Mi 
Elipsa de inerție constituie o reprezentare geometrică a legii de variaţie a 
momentului de inerție în funcţie de poziţia axei A ce trece prin O ; distanţa 
i de la originea O la punctul de intersecție al dreptei A cu elipsa este mărimea 
momentului de inerție în raport cu axa, reprezentat la scară. 
în anexa II sînt date expresiile momentelor de inerție pentru diferite 
corpuri ce se intilnesc curent, 


12. 


IMPULSUL (CANTITATEA DE MIȘCARE), MOMENTUL CINETIC, 
_ ENERGIA CINETICĂ ȘI LUCRUL MECANIC ÎN CAZUL 
UNUI SISTEM DE PUNCTE MATERIALE SAU DE CORPURI 


Pentru utilizarea teoremelor generale ale dinamicii în cazul sistemelor de 
puncte materiale sau de corpuri, este necesar să se cunoască modul de deter- 
minare al mărimilor fundamentale (impulsul, momentul cinetic, energia cine- 
tică şi lucrul mecanic). 


12.1. IMPULSUL 


À Se consideră un sistem de pun ''e materiale A, ce au masa m, și viteza 2 
şi vectorul de poziţie î,(i = 1, 2, ...;n) (fig. 12.1). 

ai Pentru Întregul sistem de puncte, 
cantitatea de mișcare este : 


n 
A= A, = MÜ, = 


R z A 
=J z (mer) = mele (12.1) 


(= lil 
Expresia Sm,-F,=M-Fg este tocmai 
momentul static al sistemului ; 


A a (Mfo) = Mda, (12.2) 


4 unde Fg este vectorul de poziție al 
centrului de masă al sistemului, iar 
Da este viteza centrului de masă, Fip, 12.1 
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Impulsul instantaneu sau cantitatea de mișcare a unui sistem de puncte 
materiale este egal cu masa întregului sistem înmulțită cu viteza centrului 
de masă al sistemului, ca și cum s-ar concentra toată masa sistemului într-un 
punct în centrul de masă și s-ar calcula impulsul punctului astfel obţinut, 

Impulsul este o mărime vectorială ce are direcția și sensul vitezei cen- 
trului de masă a sistemului. 


12.2. MOMENTUL CINETIC 


Se consideră un sistem de puncte materiale A, ce au masa Mp viteza d, 


şi vectorul de poziţie î(i =1,2,..., n) (v. fig. 12.1). 


Pentru întregul sistem de puncte materiale, expresia momentului cinetic 


în raport cu originea O este: 


n n 
K, =X Ru = i X mō (12.3) 
i= iaia 


Spre deosebire de impulsul sistemului, momentul cinetic depinde de felul 
mişcării sistemului de puncte materiale (translație, rotație în jurul unei axe 
fixe, mişcare compusă elicoidală, plan paralelă etc.). 


12.2.1. CAZUL MIŞCĂRII DE TRANSLAȚIE 


Această mișcare se caracterizează prin faptul că vectorii viteză şi acceleraţie 
sînt vectori liberi. Ca o observaţie în plus se poate spune că toate punctele 


sistemului au aceeaşi viteză şi acceleraţie ca și centrul de masă al sistemului, 
adică : 
D= ES (12.4) 
Momentul cinetic al sistemului este deci : 


Ro = [7 x dm = f (F dam) x d; = Mii, X ös =F, x Mi, 
Deci : zi =: Zis 
Ko =F, X M-ù, =f, X Ē. i (12.5) 


Rezultă că în cazul mişcării de translație a unui sistem de puncte mate- 


riale sau al unui rigid momentul cinetic se determină considerînd că toată 
masa sistemului este concentrată într-un punct în centrul de masă al siste- 
mului şi s-ar calcula momentul cinetic al punctului astfel obţinut. 


12.22. CAZUL MIȘCĂRII DE ROTAȚIE IN JURUL UNEI AXE FIXE 


În acest caz, expresia vitezei unui punct A, oarecare este : 
| Ü; = & xX Pi 


Dacă se consideră cazul general, în care vectorul viteză unghiulară şi vec- 
torul de poziție sînt exprimați prin : 


| D= ogh ko] + Ork; Fa x + Vjt aÑ 
momentul cinetic al sistemului este dat de relaţia : 


jed =f’ x -dm =j x (© Xx ïdm lit = (Po)i]dm. ` 
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e AA 


KEENER- 


w 


— > 


Efectuînd calculele, rezultă : 
Ko = (Jaos — Jzw'0y — Jam oo)i ar (Joy ppg J petor -> J uz*02)] cap 
+ (Jz: — aaa — Jayy) k: (12.6) 


Această relaţie capătă o formă mai simplă în anumite cazuri particulare, 
şi anume : 
a) axa te rotație este chiar axa 0z, adică ws = 0y = O și 0, =, expresia 
momentului cinetic devine: 
FR = zori -Jpj +Jro'k; (12.7) 
b) corpul are o formă de revoluţie, axa de simetrie fiind chiar axa de ro- 
taţie ; în acest caz avem: 


Os = Oy =0; 0: = 0; Jyz = Jz =0 
şi expresia monientului cinetic devine : 
RSI: (12.8) 


12.2.3. CAZUL MIȘCĂRII GENERALE 


Se consideră un sistem de puncte materiale sau un corp solid rigid care are 
o mişcare de translație 7, şi o mişcare de rotaţie în jurul unei axe ce trece prin 
centrul de masă al sistemului (fig. 12.2). (Axele z, y, Z, sînt paralele cu 
Ti; Jv Z)- 

Expresia momentului cinetic în raport cu un sistem de referințe fix Ozx,y,z, 
este : 

Ko, =. + 59 X mie + pi) = Xe X mi De + De X Mipi + 
ap ds, X Mmsde + ds. X Mi’ Po (12.9) 

unde s-a notat cu: 

7. — vectorul de poziţie al centrului de masă în raport cu sistemul de 
referință fix ; 

5, — viteza centrului de masă faţă de sistemul de referinţă fix ; 

pı — vectorul de poziţie al punctului A, în raport cu sistemul de referinţă 
mobil ce are originea în C centrul de masă al sistemului ; 

Pı — viteza relativă a punctului A, faţă de centrul de masă. 


Observînd că: 

O m,-g; =0 şi mp; =0, 
deoarece centrul de masă coincide - 
cu originea sistemului de referinţă 
(așa a fost ales); expresia momen- 
tului cinetic devine: 


Ra = fe X M-e + Ro (12:10) 


unde: K, =} p, X m este, mo- 
mentul cinetic al sistemului în ra- 
port cu centrul său de masă care 
constituie un reper mobil, Această 
relație este cunoscută sub numele 
de prima teoremă a lui Koenig (a 
doua se referă la calculul energiei 
cinetice), ali | Page 122 
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12 — Mecanisa şi rezistența materialelor — cd, 104 


12.3. LUCRUL MECANIC 


123.1. LUCRUL MECANIC ELEMENTAR AL UNUI 
SISTEM DE FORȚE CE ACȚIONEAZĂ ASUPRA 
UNUI CORP SOLID RIGID 


Se consideră un corp solid rigid (fig. 12.3) supus acţiunii 
unui sistem de forțe. În raport cu un reper O legat de 
corpul rigid, poziţia unui punct A, este dată de vectorul 
de poziţie 7, Se consideră că în punctul A, acţionează o 
forță F, care produce deplasarea corpului astfel că în 

Fig. 12.3 timpul elementar d! punctul A, se deplasează cu distanța 
elementară : 


dř; = Ü; dl, (12.11) 

viteza ð; fiind la rîndul ei exprimată prin relația : 
d = Dto X în (12.12) 
unde , este viteza de translație a solidului, iar © este viteza unghiulară de 


rotație în jurul unei axe A ce trece prin punctul O. Rezultă că deplasarea ele- 
mentară este : 


di, = Do dt F (6 X F,)dt. 
Expresia lucrului mecanic elementar corespunzător este : 
dL; = Fy dř, =F,- edt + Fp (© x Fat. (12.13) 
Observînd că: 
Fo x 7) = (ñ xFo:e, 
se poate scrie : ; i 
dL, = Fi, dt + (F; x Foo: dt. 
Dacă se notează : di, = dt — deplasarea anoni ce rezultă din miş- 


carea de translație şi cu d0 = ©-dt, unghiul elementar de rotație exprimat 
ca vector, se obține relația ce exprimă lucrul mecanic corespunzător forței F, : 


dL, = Fed, + Mo: 99. (12.14) 
Pentru întregul sistem de forţe ce acţionează asupra rigidului se obţine: 
AL, = (EdF QOM) d0, (12.157a) 


notind : 
R să și Me = XM 


(A şi M, constituind torsorul ce rezultă din reducerea sistemului în raport cu 
punctul 0) se obţine: 


dL, = Par, + M, dp. (12.15, b) 
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12,3.2, PUTEREA 


Prin definiţie, prin puterea unui sistem care acționează şi pune, înTmișcare 
un sistem de puncte sau un corp se înțelege lucrul mecanic efectuat în unitatea 
de timp ; este exprimată prin relația : 


"M,d0 
di 


pa a Ed 


Tal. zau 


=F. 0 + Mg. (12.16) 


12.3.3. RANDAMENTUL MECANIC 


Într-o maşină, forţele motoare produc lucru mecanic motor Lm, forțele 
rezistente produc lucru mecanic util L, — în scopul pentru care a fost 
construită mașina — și lucrul mecanic pasiv L, — folosit pentru înfrîngerea 


frecărilor. 
Deci : 
i e Du ste pe (12.17) 
Š Se defineşte ca randament mecanic, notat cu y, raportul 
eti L 
==, 12.18 


care este o mărime adimensională, ce ne dă o indicație asupra feluluit cum 
foloseşte maşina lucru mecanic motor. ; 
Știind că: ; 
I e : (12.19) 
rezultă £ : 
ni O e £ sono RIZ) 


m 


A -Ly 4 anD ie i z CER e 
în care e a oaia coeficientul de pierdere. Se constată că y.<.l. 


12.4. ENERGIA CINETICĂ 


i 
a 
$ 


Energia cinetică a unui punct material aflat în mişcare este exprimată prin 
relaţia : 


E = meva; (12.21) 


, În cazul unui sistem de puncte materiale sau a unui corp solid rigid, energia 
cinetică este egală cu suma energiilor cinetice ale punctelor sistemului : 


| | | -B = mut (0222) 


„ Expresia energiei cinetice depinde de telul mișcării sistemului de puncte. 
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Fig. 12.4 Fig. 12.5 
12.4.1. CAZUL MIŞCĂRII DE TRANSLAȚIE 


În acest caz (fig. 12.4): 5, =0 = 9 toate punctele au aceeași viteză ca 
mărime, direcție şi sens. Ca atare, expresia energiei cinetice este : 


1 1 vi vw 
E pă = ) To = Me 12.23 
3 Mg: Vi = Mit bo A me 2 ( ) 


E => M- r. 


Deci : 


12.4.2. CAZUL MIȘCĂRII DE ROTAȚIE ÎN JURUL UNEI AXE FIXE 


Ținînd seama că viteza unui punct oarecare (fig. 12.5) este : 
a d; = & X Fi 
expresia energiei cinetice a sistemului va fi: 
E= ) mei? = ) m(0 X F;)? => ) mg ?r2 sin? g, 
sau: 
E = = 5 mod = i-a, (12.24) 
unde s-a notat: 


d; =| F, | sin g, şi JA =) m e 


reprezentînd momentul de inerție al sistemului de puncte materiale faţă 
de axă, 


12,43, CAZUL MIȘCĂRII GENERALE 


7 i n 4 Pa A 
AA ME ASS LEAS L KERT SIT I T. STOOTTEN G 


Considerînd un sistem de referință fix ORAA cu originea în O, şi unul 
mobil Ozyz cu originea în centrul de masă C al sistemului de puncte 
materiale sau al corpului solid rigid dar cu axele paralele cu cele fixe 
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(fig. 12.6), expresia energiei cinetice este 
dată de relaţia: 


1 . 
E, =— m; F, 12.24 
ERAP DS SH ( ) Fig. 12.6 


12.5. TEOREMELE GENERALE ALE DINAMICII 


12.5.1. TEOREMELE IMPULSULUI IN CAZUL SISTEMELOR 
DE PUNCTE MATERIALE SAU DE CORPURI 


1251.1. Teorema impulsului 


-Se consideră un sistem de n puncte materiale A, de mase m, (i = 1, 2, ...,n) 
a căror mişcare se stabileşte în raport cu un sistem de referință cartezian 
Oz fix (inerţial). 

Cantitatea de mişcare (impulsul instantaneu) a sistemului de puncte mate- 

riale este dată de relaţia: s 


H =) m; õe è (12.25) 


Dacă derivăm această relație în raport cu timpul, se obține : 


Ë = mi, = Dm; å;, =F, = X Fat + DOP (12.26, a) 


Se poate uşor observa că forțele interioare sistemului de puncte materiale 
sînt două cîte două egale şi de semn contrar pe acelaşi suport şi că suma lor 
este nulă: : re 


e | (12.26, b) 


Teorema impulsului se poate deci enunța astfel: că derivata în raport cu 
timpul a impulsului instantaneu (a cantităţii de mișcare) a unui sistem de 
puncte materiale sau a unui rigid, este egală cu suma forţelor exterioare care 
acționează asupra sistemului studiat, 


12.5.1.2. Teorema SNAN] cantității de mişcare 


Dacă rezultanta forțelor exterioare este nulă, adică DDE := 0, este evident 
că avem relațiile Îl = 0 și deci [1 =C, adică impulsul instantaneu sau can- 
titatea de mișcare a sistemului este constant în timp, adică se conservă. 
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În multe aplicaţii practice, rezultanta forţelor exterioare are nulă numai 
o componentă după o axă și în acest caz teorema conservării impulsului se 
aplică pe direcţia axei și se poate scrie sub forma : 


2 Fee =0; H,=0; H, =0p= Mvo (12.27) 


Valoarea constantei se determină cu ajutorul condițiilor inițiale. 
12.5.1.3. Teorema mișcării centrului de masă a unui sistem 
de puncte materiale sau a unui sistem de corpuri 


Expresia impulsului unui sistem de puncte materiale se poate reda și în 
funcție de viteza centrului de masă: 


E =} me, = Meda (12.28) 
Derivata în raport cu timpul a impulsului conduce la relaţia : 
E = Mo = M-âo = X Pn- (12.29) 


12.5.2. TEOREMELE MOMENTULUI CINETIC 


_12.5.2.1. Teorema variaţiei momentului cinetic 
Pentru un sistem de puncte materiale, momentul cinetic în raport cu un 
punct fix O este: 
K, = Dr X MD. - i (12.30) 
Derivînd în raport cu timpul, se obţine : 
Ka = Di, X md, + D x mă, =) 7 x mid di x Fe 
deoarece : - - 
Î; — d; şi deci Îi X mM;' Ü; = 0. 
Expresia se poate scrie deci sub forma : - 
K, = i, X meä, = DOr X Fa = DOr X Fan + Dax dye 
Bo = Mo ees + Mo int- (12.31) 


Suma momentelor forțelor interioare este nulă deoarece forţele interioare 
sint două cîte două egale, de sens contrar şi pe același suport. Rezultă deci: 


Re = Ma (12.32) 


adică derivata în raport cu timpul a momentului cinetic calculat în raport cu 
un punct fix O este egală cu suma momentelor forțelor exterioare calculate 
în raport cu același punct fix O. 

Această relație vectorială proiectată pe cele trei axe conduce la trei relații 
scalare ; 


k, = Mos ert; K, nui Me edi) k, = Mor ort 
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12.5.2.2. Teorema conservării momentului cinetic 


Dacă se consideră un sistem izolat pentru care suma momentelor forțelor 
exterioare este nulă Mo ca = 0, atunci, conform teoremei momentului cinetic, 
avem şi : a= 0 şi rezultă R, = const, adică momentul cinetic în raport cu 
reperul fix O este constant în timp. Teorema conservării momentului cinetic 
se poate deci enunţa astfel: dacă suma momentelor forţelor exterioare ce 
acţionează asupra unui sistem de puncte materiale sau de corpuri, considerat 
izolat, este nulă, atunci momentul cinetic al sistemului, stabilit în raport cu 
același reper fix, este conservativ, adică se păstrează constant în timp. 


12.5.2.3. Teorema momentului cinetic aplicată în mișcarea relativă 
a sistemului de puncte materiale sau a rigidului 
față de centrul de masă 


Din cele arătate anterior a reieșit clar că momentul cinetic este un vector 
legat, adică valoarea lui se modifică odată cu reperul faţă de care se calcu- 
lează. Pe de altă parte, observind că teoremele generale se deduc din legea 
fundamentală a mecanicii, se reține concluzia că aceste teoreme sînt valabile 
numai faţă de un sistem de referinţă fix. 

Dacă se consideră un sistem de puncte materiale și două repere, unul fix 
O,x.9:2 şi unul mobil Czyz avînd originea în centrul de masă C şi axele para- 
lele cu axele triedrului fix ca în figura 12.7 se pot scrie relaţiile : 

Pis Pet; Das = Due + Üy 
unde s-a notat : Ei 

Pau — vectorul de poziție al unui punct oarecare A, față de sistemul fix ; 

Pie — vectorul de poziție al centrului de masă față de sistemul fix ; 

Du, — viteza absolută a lui A,; 

Du. — viteza centrului de masă faţă de sistemul fix; 


D; — viteza relativă a unui punct A, față de centrul de masă (originea 
sistemului mobil). 


În baza teoremei lui Koenig, momentul cinetic pentru un sistem de puncte 
materiale ce are o mișcare generală este : 


K, = aio xX M -Õe + K. (12.33) 
Teorema momentului cinetic aplicată în raport cu reperul fix 0,, se poate 


exprima prin relația : ù 
K, = Pu x Fo 
ceea ce se mai poate scrie: 
4 = 5 e A = 
dt (Pie x Mbs + K.) D AF Ñ) X Fo 
sau : 
Pre X Mea + Pre X M-Ö + Re = 
= Xe X Pi t Si x Fe 


Se poate observa că: 


bio X M'Die = Dio X Mid =O; Fig. 12.7 
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fre X M'Dio = Fio X Mă, = Su X Bi = Pio XP (12.34) 


deoarece s-a ţinut seama de teorema mișcării centrului de greutate. 
Din aceste relaţii comparate între ele rezultă că avem : 


Re = JOrn x Fe (12.35) 


Se poate deci reține că teorema momentului cinetic se poate aplica fie faţă 
de un reper fix, fie laţă de centrul de greutate al sistemului, care se află în 
mişcare şi nu este valabilă faţă de un reper mobil care nu coincide cu centrul 
de masă. 


12.5.3, TEOREMA ENERGIEI CINETICE 


S-a arătat că în cazul unui punct material, teorema variaţiei energiei cine- 
tice este exprimată prin relaţia : 


Lia =E, —E, sau: | F-df => mea sil mv, 
2 


Dacă se consideră un sistem de puncte materiale A;(i = 1, 2, ..., n) ac- 
tionate de un sistem de forțe exterioare F, şi de forțe interioare de interac- 
tiune F.,(k,j = 1, ..., n), atunci pentru un punct oarecare al sistemului se 
poate exprima legea fundamentală a dinamicii, sub forma : 


: My dy =F; + Fun + Fa aFoaoee ddr 
Înmulţind scalar cu d7,, se obţine: 
My âp* Ap = Fr diy + Fr dre + Fpa dřn +...+ Fin’ dry. 
Însum înd toate relaţiile corespunzătoare valorilor k = l, .:., n, se deduce: 
n n n n 
mı -är' dř, =} F, dñ, T2 hoa Page dy. (12.36) 


În această relaţie avem : 
DOF, dř, = dlLez, lucrul mecanic elementar al forțelor exterioare; 


n n 
D= > Pe dy = dLins lucrul mecanic elementar al forţelor interioare ; 
k=1 j=1 


Yn, år dř, = dE variaţia energiei cinetice; 
deci : . 
dE = dLezs + dLine: (12.37) 

Teorema energiei cinetice se poate enunța astfel : variația energiei cinetice 
în timpul dt este egală cu lucrul mecanic elementar al forțelor exterioare plus 
lucrul mecanic al forțelor interioare efectuat în același timp. 

Lucrul mecanic al forţelor interioare prezintă în anumite cazuri parti- 
cularitatea de a fi nul ; el poate fi exprimat și sub forma: 

dim = Py dř, + Fendi, = P py (9a — di,) = Fp (Ùr —.dpat = 

= Frj’ Dy dt, 
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unde s-a ţinut seama că: 


Fi = — Fik; dř, == Üp’ dt şi Üy ati Ü; = Ü kje 


Rezultă că lucrul mecanic elementar dL, =0 în următoarele cazuri 3 

1) Fk; =0 în cazul în care punctele nu se interacționează ; 

2) Fi) şi Oy sînt vectori perpendiculari ; 

3) dup = 0 viteza relativă dintre puncte sau corpuri este nulă. 

În cazul corpului solid rigid sau a sistemelor de corpuri, forţele interioare 
sînt două cite două egale și de semn contrar și deoarece nu există deformaţii 


rezultă : 
dLint = 0. 
Teorema variaţiei energiei cinetice cînd dL„, =0 se exprimă: 
Las forte ezt = Ep — Ea: (12.38) 


12.5.3.1. Conservarea energiei mecanice 


Se consideră un sistem de puncte materiale A,(i = 1, 2, .., n). Acest sistem 
se numește conservativ dacă forțele sale interioare derivă dintr-o funcţie de 
forță U(zyizu ---> £nYnzn), adică: 


AL = dU. (12.39) 
În acest caz se poate scrie: ID a 
è Lint TE En U, — 0 
iar[expresia teoremei- variației energiei se poate scrie : 
- d(E — U) = de. 
Dacă vom denumi drept energie potențială funcția 
; V= 
va rezulta : 
a (Eat 0) dica 
Dacă dL, = 0 se obţine: 
E + V = consti (12.40) 
Această relaţie exprimă tocmai teorema conservării energiei mecanice şi - 
se poate enunța sub forma : dacă lucrul mecanic elementar al forţelor exte- 
rioare care lucrează asupra unui sistem conservativ este nul într-o anumită 


perioadă, atunci energia mecanică a sistemului este conservată în acea pe- 
rioadă de timp. 


12.5.3,2. Teorema energiei cinetice în cazul unui sistem ; A 
de puncte materiale, sau de corpuri, aflat în mișcare relativă 
față de centrul de masă al sistemului 


Considerînd un sistem de referință fix Ouzyuz, şi un sistem mobil Cayz 
ce are originea în centrul de masă al sistemului de puncte materiale și axele 
parele cu cele ale sistemului fix, se poate scrie față de sistemul de referință 
ix; ; 


dE, = dL; ext + dL, inte à (12.41) 
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„Ținînd seama de a doua teoremă a lui Koenig pentru determinarea energiei 
cinetice pentru un sistem ce are o mişcare generală, se poate scrie : 


ajg Mo + E| = PoPa. +r) + JD DO Fe AG, + ta) 


unde : 
M este masa întregului sistem ; 
de — viteza centrului de masă a sistemului ; 
Er — forța exterioară aplicată în punctul A,; 
Fry — forța de interacțiune între puncte A, și A,; 
ẹe — vectorul de poziţie al centrului de masă în raport cu sistemul 
BPRS 
Fa — vectorul de poziţie al punctului A, faţă de centrul de masă; 
E, — energia cinetică față de centrul de masă. 


Diterenţiind şi dezvoltind, se obţine : 
M-d, + dE, =)> Fp: dpe + 20 Fredi, + 


sle DD s + Dad die. 
DIE ide = (OODD y =} 


x 


Se observă că: 


Jar: 
M v. dù, = ME de =) F, dọ. este lucrul mecanic elementar al forțelor 


exterioare stabilit față de sistemul fix ; 


OF dry > (lb s — lucrul mecanic elementar al forțelor 
exterioare în mișcarea relativă față 
de centrul de masă; 


DD = dLin: — lucrul mecanic elementar al forțelor 
interioare în mişcarea relativă față de 
centrul de masă. 


Analizînd şi comparînd aceste relații se poate reține că: 
dE. == GU berg + dLini 


adică, teorema variaţiei energiei cinetice se păstrează sub aceeaşi formă în 
mișcarea relativă a unui sistem de puncte în raport cu centrul său de masă F 
ca şi în raport cu un sistem de referință fix. 


APLICAȚIA 1 


Se consideră sistemul de corpuri. din figura 12.8, elementele geometrice 
fiind cunoscute. Să se determine accelerația, tensiunile din fire, reacțiu nile 


din 0 și reacţiunea normală între corpul Ê şi corpul G. 


Rezolvare 


Se izolează corpurile, figurind forţele ce le acționează, şi se aplică la fiecare 
corp teorema generală corespunzătoare mișcării sale. 
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© F 0) 47, |v, 
A 
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z he 
Ta 
Fig. 12.8 


Astfel : E 
i . dH 5 2 
— La corpurile (1,42) în translație, teorema impulsului —— =) Fy proiec- 
tată pe direcţia și în sensul mișcării : E 
d [P P 
— D 2v] =P =T, >a =P =T; 
corp (1) a 3 naie sa 1 


5 Da GI 5 
— corp (2) 2 = Ta = T3 BAY u a 00 a Ta — T; — ia 


— La corpul !(3) în rotaţie, teorema momentului cinetic faţă de punctul 
fix O 1 EuS o proiectată față de axa | pe figură în 0; 
dt 
= ro) Sikora Ted = oen S a gop 
t 
— La corpul (4) în mișcare plană se aplică teorema impulsului sub forma 


teoremei mişcării centrului de masă și teorema momentului cinetic față de 
centrul de masă: 


mă, = XE, şi E = Me: 
Rezultă 
2a =T, +T — Q 
E (ro) ST, R — TR 3 lea =T R — TUR, 


Atașind relațiile cinematice de legătură dintre variabilele de tip acceleraţii 
şi exprimîndu-le în funcţie de a, acceleraţia greutăţii P, se obţine : 
4 MW 


1 
a, = 24, ; Go ep G e ai) sis bem ei 


187 


Rezultă : 


P——G-—9 
MS 
I 
PI +56+ 2.9 
Ş pal 2 
Celelalte necunoscute rezultă : 
m= Pi a TT =3 |P| -5 le aj; ete, 
9 2 g r? 


Pentru determinarea reacțiunilor dinamice din punctul fix 0, Ho'giV o se 


aplică corpului 3 teorema mişcării centrului de masă m-ă, = Pimp în care se 
observă că äs = ã =0 şi deci: 


SR, = 0, ce conduce la două ecuaţii scalare : 
DER 0 Hr; 
DR 0 E SV 0 e 
Pentru determinarea reacţiunii normale N dintre corpul = și corpul_G 
se aplică teorema. impulsului E = pentru studiul mişcării lui$, pro- 
iectată pe direcția şi în sensul mișcării : 
TET 


dt | 4g 4- 
Rezultă : 


APLICAȚIA 2 


Se dă sistemul de corpuri din figura 12.9, în care sînt specificate elemen- 
tele mecanice şi geometrice respective. Sistemul este pus în mișcare de cuplul 
motor de moment M,. Să se determine acceleraţia greutăţii P de pe pantă. 


Fig. 12.9 
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Rezolvare 


Pentru studiul mișcării se folosește teorema energiei cinetice scrisă între 
două poziţii, pentru ansamblul solidificat : 


E — E, Eey Lizi 


unde : E, = 0, plecarea fiind din repaus. : 


Energia cinetică a sistemului este egală cu suma energiilor cinetice ale 
corpurilor. Astfel : À 


1 G 1 1 
= — — v? +— I *&%? + — — PA + — Lo? +> 2, 
2.9 2 % 2 P 1 2 c™1 2 04 2 


Legăturile cinematice între viteze, folosind notaţiile din figură şi exprimîn- 
du-le toate în funcţie de v, sînt: è 


R R 
V=T:O; V == V =W; OS 0 = 2e 
32 T RET. 


Expresia lui E devine : a S 
== setate) a 
2l T? a En EP - 2g 


unde prin A s-a notat paranteza mare. 
Lucru mecanic este produs de cuplu Mo, greutățile G şi P, forța de fre- 
care pe pantă. Astfel : EDE ea ie ERAI SeS REPOS IG 


a; 


L ZMA Èr, — (P sina + u-P cos a)z-=z gae gis a 
“R E sens A == 
—G— — P(sina + ù cos 2) = z-B, 
> T p t 1 oA 


unde cu B s-a notat paranteza mare: ` 
Introducînd în expresia teoremei energiei, se obține : 


EA 


È : A B T E 


Derivînd în raport cu timpul, rezultă: - 


Aa = Bo. 


T 


2 a să 
+a + (2) (26 +20] 
m r 2 


[22 -c)= — P(sin v + p cos &) 


APLICAȚIA 3 


Se consideră sistemul din figura 12.10, 
avind elementele geometrice date. Să se 
determine accelerația corpului Q. Fig, 12.10 
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Rezolvare 


Se aplică teorema energiei cinetice scrisă între două poziţii, pentru întregul 
sistem solidificat : 


E RE ee LA. 


Energia cinetică iniţială E, =0 pentru că sistemul pornește din repaus. 
Cu notaţiile pentru variabilele mișcării din figură, energia sistemului la un 
moment dat este: 
1Q 1 1P 1 

E =— >) + — hto H> 02 + 1-a, 
2 g 1 2 0 1 2 g c 2' o 2 
Legăturile cinematice între vitezeg exprimate toate în funcţie de v, sinta 


R 1 R 1 R 
Or=—; V Si De =n; og ve 
r z SE 2 2 RE â 2R, m 

Expresia lui E devine: 


unde prin A s-a notat conţinutul parantezei. 


Lucru mecanic este produs de P, Mr şi T,, forţa de frecare F, de la baza 
discului neparticipînd la lucru mecanic dat fiindcă calcă în centrul instan- 
taneu de rotaţie. Deci: 


L = P'sin axe s:N:02 —pQ-zi 


Cu relaţiile de legătură : z, = me şi 0, = 


= x, — expresia lui L devine : 
r Ro T 


P R s R 
L = x, |— sin a: — — =~ — cosa: — — o| = B-z, 
A | 2 r 2ER; r k : 
unde prin B s-a notat paranteza. 
Introducînd în expresia teoremei energiei, se obține a 


| 
A 
wi = Bz. 


29 | 
Derivînd în raport cu timpul, rezultă : 


A va = Bo 
g 
Deci ; 


(zsh AA. Z cos d — u:Q 
2 2 Ro r 


R’ 
dreg ip 
n 8 


4 =g h 


pă 
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13. 


DINAMICA CORPULUI SOLID ÎN ROTAȚIE 
ÎN JURUL UNEI AXE FIXE 


13.1. ECUAȚIILE MIȘCĂRII 


Se consideră un corp solid rigid C (fig. 13.1) solidar cu o axă rigidă 00' 
prevăzută în O şi O' cu două articulaţii sferice în care frecarea este consi- 
derată neglijabilă. 

Se presupune că asupra corpului solid rigid acţionează un sistem de forţe 
oarecare, care redus în raport cu punctul O poate fi înlocuit cu un torsor for- 
mat din rezultanta R și momentul Mo. 

Se alege un sistem de referinţă fix Ozuyiz, și un sistem de referință mobil 
Oxyz, astfel ca axele Oz şi Oz, să se confunde, iar unghiul z,0z = 0 şi centrul 
de masă G al solidului să se afle în planul Ozz (fig. 13.2). 

Articulațiile sferice din O şi O’ se înlocuiesc cu două forțe de legătură 
necunoscute, a căror expresie este: 


R = Ri Ry + Roky R" = Ri+ Ri + Rek (13.1, a) 
Torsorul de reducere în raport cu originea este format din : 
R=Ri+ Rj + Rek; M = Mai FM] + Mk. (13.1, b) 
Vectorul de poziţie al centrului de masă față de sistemul mobil este: 
OG =f = ai + ck. 


Viteza centrului "de masă este : 


gi: 204 
g GI 


Acceleraţia centrului de masă este: 


Fig, 13.1 Fig, 13.2 
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2 
Re + Bit Ri = —ma( SL; (1) 
g r’ d:0 
RF Rr Ri mai (2) (13.2) 
R: ap R; IF Ri Sa 0. (3) 


În baza{teoremei momentului cinetic se pou scrie relaţiile : 


= =M, -+ 00' xX R”, 


Expresia derivatei vectorului moment cinetic în raport cu timpul şi cu 
sistemul de referință fix este : 


AKe > apa x ka 
dt ôt 
unde : 
: i EA 
n k n n 
R=); X md; =, x.mi(6 x F6) = Ti Yi Zi (13.3) 
= v i=1 
: È a ; — M$0Y MOTI 0 2 r3 
ko = — Izei — Jp] + Iza 


K -Jaret o iH Syre Ha oE eR (134) 


Ecuațiile bazate pe teorema -momentului cinetic se pot scrie, deci, sub 


forma : 
M: — LR? = — Jas + Jo; (4) 
M, LR; = =J + Jeto; (5) (13.5) 
MSE (6) 
În baza teoremei energiei cinetice se poate scrie : 
dE = dL; 
sau : 
d (EA =M, dð; : 
Jrordo =J ro a di = J, secat = J,e d0 
şi deci : aci 
Me*d9 = J,e- d0, adică: M, = Jess, (13.6) 
aI NOMAT tocmai ultima ecuație obținută în baza teoremei momentului 
cinetic. 


În baza teoremelor generale s-a obținut un număr de şase ecuații în 
care apar șapte necunoscute: Ra, Re, Ry Re, Re Ri şi 0 =0(5). Este 
evident că în sistemul dat există o legătură în plus (suplimentară). Un asttel 
de sistem se denumește sistem hyperstatic. 
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Dacă se înlocuieşte una din cele două articulaţii sferice cu una cilindrică 
(care se înlocuieşte cu două reacţiuni necunoscute) sistemul devine rezolva- 
Dil avînd şase ecuaţii cu şase necunoscute. Un astfel de sistem poartă numele 
de sistem isostatic. 


13.2 ECHILIBRUL STATIC ŞI DINAMIC 


Componentele reacţiunilor ce se pot stabili din ecuaţiile 1—6 pot căpăta 
valori remarcabil de mari dacă viteza unghiulară de rotaţie este, mare. 
a) Echilibrajul static are drept scop aducerea centrului de masă pe axa de 
rotaţie. În acest fel acceleraţia centrului de masă este nulă și, aplicînd teorema 
mişcării centrului de masă în raport cu sistemul de referință fix, se obţine : 


Ra k RA RAO; (1) 
R+ R + Ry =0; (2) (13.7) 
RAR Sarea 0) (37) 


b) Echilibrajul dinamic constă în alegerea axei de rotaţie 0z astfel ca să fie 
axa principală de inerție. În acest fel momentele de inerție centrifugale Jzz 
şi Jyz sînt nule. Aplicînd teorema momentului cinetic se obţin relaţiile : 


May uliu Ri = 0e (') 
My + LR 08 ia 52 (50) (13.8) 
M = se. (6) 


Se poate uşor vedea că dacă s-a realizat echilibrul static şi cel dinamic, 
reacţiunile suporţilor asupra axei de rotaţie a solidului sînt aceleași în 
echilibru ca și în stare de mişcare. 


14. 


DINAMICA RIGIDULUI CU UN PUNCT FIX 


14.1. ECUAȚIILE DE MIŞCARE 


| Se ia în consideraţie un corp solid rigid de masă mo ce are un punct îix 0, 
și este acționat de un sistem de torţe oarecare Fy Fa... Fa ce au drept 
rezultantă forța F = ZF, (fig. 14.1). 

Obiectul studiului, în acest caz, constă în determinarea ecuaţiilor de miş- 
care și a reacţiunii Î' ce apare în punctul fix de legătură 0,. 

Pentru studiul mișcării se alege ca sistem de referință triedrul Oxyz mobil 
legat de corp ale cărui axe sînt tocmai axele principale de inerție în raport 
cu punetul 0, fix care coincid» cu punctul 0, 


mă 
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În raport cu acest sistem de refe- 
rință mobil, momentul cinetic este 
dat de expresia : 


K; = J O E J ewy j + 
+ Jyo k, (14.1) 


Kg = DM, ezt. (14.2) 


Momentul rezultant al forțelor ex- 
terioare în raport cu punctul O are 
expresia de forma : 


Mo= Mi Mp] + ME. (14.3 


Derivata momentului cinetic în raport cu sistemul de referință fix este: 


Fig. 14.1 


l =) k 
o RE ET opta a R 1) 


Jior JztOy Ja: 0z 


Teorema momentului cinetic proiectată pe cele trei axe ne conduce la - 
ecuaţiile lui Euler pentru rigidul cu un punct fix : 


Ji'es + og:o-(Ja — H = ls 
Joey t orol — J) =M, ; (14.5) 
Jate: + oz:0,(Ja ~J) = Ma. : 
Acest sistem de ecuații conduce la soluții de forma : 
EO o, O fos O 
iar acestea, integrate, conduc în final la legea de mișcare, sub forma : 
Y =p); p =o); 0 = 0. 


Integrarea sistemului de ecuații ce formează ecuațiile lui Euler este destul 
de dificil de realizat. Ea a fost efectuată numai pentru cîteva cazuri parti- 
culare, şi anume: 


a) Cazul Euler-Poinsol. În acest caz, torsorul forțelor exterioare constă 
dintr-o forţă al cărei suport trece prin punctul fix O, adică avem: Me =0 
sau M; = M, = M, = 0. Se poate considera deci un corp solid rigid greu sus- 
pendat în centrul său de greutate şi neîncărcat cu alte sarcini. 

b) Cazul Lagrange-Poisson. În acest caz, elipsoidul de inerție relativ la 
punctul fix O este un elipsoid de rotaţie faţă de axa Oz, adică avem : VU 
iar centrul' de greutate se află pe axa acestui elipsoid. Corpul este supus numai 
acţiunii greutăţii sale, 

c) Cazul Sofia Kovalevskaia. În acest caz, elipsoidul de inerție în raport cu 
punctul fix O este un elipsoid de rotaţie față de axa Oz şi avem deci: Ja ai 
iar centrul de greutate se află în planul ecuatorial al elipsoidului de inerție. 
Corpul este supus numai acţiunii greutăţii sale. Pentru acest caz se face, de 
regulă, ipoteza : J, = Ja = 2J care constituie o particularitate interesantă 
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14.2. CALCULUL REACȚIUNILOR 


Teorema impulsului este H = XOF, = R' + F, unde R’ este reacţiunea, 
iar F este rezultanta forţelor exterioare ; vectorul H fiind definit în raport 
cu sistemul de referință mobil, derivata sa faţă de sistemul fix în raport cu 
timpul este : 


a -5 +o x =m (E x î) + mlo x (o xX 72], (14.6) 
Rezultă : 
R = —F+ mexa mio X (6X i]: (14.7) 


14.3. CAZUL EULER-POINSOT 


În acest caz s-a considerat că sistemul de forțe ce acționează asupra rigidului 
cu punct fix se reduce la o forță rezultantă ce trece prin punctul fix. 
Rezultă deci: M, = 0, sau: M, = M, = M, =0. 

Ecuațiile lui Euler capătă forma : 


Ji'es + Oy" Oz(J3 — J2) =0; 
Joey H ozoli — J3) =; 
Speo ja) 0. (14.8) 


O soluţie particulară este : oz = oo =const.; Wy = o =0. 

Rezultă că rigidul se roteşte uniform în jurul axei Oz şi că vectorul © este 
constant ca modul şi direcţie față de sistemul fix, precum şi față de sistemul 
mobil. Aceasta înseamnă că axa de rotaţie este o dreaptă fixă în spaţiu şi 
este o axă permanentă de rotaţie. Această axă este axa principală de inerție 
faţă de care momentul este maxim sau minim. 

Ținînd seama că M, = 0, se poate serie lucrul mecanic elementar : 


dL — M, dô — (0) 


sau : 
Rezultă : 
=> (Jro? dE Jag + J3 = 92) = const. 
sau : 


Jo? + Jara + Jyo = 2E = const. (14.9) 
În concluzie, se poate reține observația că în cazul Euler-Poinsot mişcarea 
se face păstrîndu-se energia cinetică constantă. Teorema momentului cinetic 
conduce la a scrie: Ko =) M, est =0; deci: K, =C, = const. (modul 
constant şi direcție fixă). 
Rezultă : 
K? =C sau: Jiag t Jiri + J3 o = const. (14.10) 
În concluzie, se poate reține că în cazul Euler-Poinsot mișcarea se face 
păstrindu-se momentul cinetic constant. 
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Folosind expresiile pentru energia cinetică și pentru mcmentul cinetic Și 
încă una din ecuaţiile lui Euler, se obține un sistem de ecuaţii care perinite 
o cale mai ușoară de integrare, și anume : 


Jro had + Jp'w2 = 25; Ji: or t Jiro + 200 = Kai 
Jae, F or old, — Ja) = 0. (14.11) 


Acest sistem. este echivalent cu sistemul format de ecuaţiile lui Euler. 
Necunoscutele sînt cz, op, oz (vitezele unghiulare funcţii de timp). Pentru 
simplificare se poate face ipoteza : 


SIA = diy (14.12) 


Înmulțind prima ecuaţie din sistem cu (—J,) și adunînd cu a doua se 
obţine : 


02(J2— Ji J3) + old =Jar Ja) = (K? — AAE (14.13) 
Se utilizează. notația: 
aa = E, Ae = Aa spa Kg — 2E-Ja = c2. (14.14) 


Se obţine : 


ca b? b c? 2 
Aziz oa =+] = 0 = C, Vaz = o 
unde : 
b A n2 
C =B po € (14.15) 


În mod asemănător se înmulțește prima ecuaţie cu (—J,) și se adună cu a 
doua ecua lie din sistem ; se obţine: 


o p(— dida F I) Poza 42) > K]. (14.16) 
Dacă se notează: | 2 et Š 
JJ — I = Jude Ea; 2E- — K =, (417 


se cbținc, în mod asemănător: 


unde: 


Folosind valorile obținute pentru ws și w, se obtine din ecuaţia a treia din 
sistemul de ecuaţii Euler, relaţia : 


—— 


d A re oa AG 
Ja t a= I) CCa y (a > oi) (pi Zaţ) =0, (14.18) 
Această relaţie se poate pune sub o formă convenabilă separind variabilele : 


aia pati i (14.19) 
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unde s-a notat : 


Ce = Ca. (14.20) 

Se poate ușor observa din expresiile obținute pentru oz $i oz că pentru 
ca acestea să aibă valori reale, trebuie să avem : 

02 <a? și 03 <f2. (14.21) 


Totodată se mai poate deduce, în baza ipotezelor și a substituţiilor făcute, 
că a > B şi că rezultă: 


o2 < fe. (14.22) 
Rezultă că valorile lui wy sînt cuprinse între —P ṣi +p, adică: 
olt) = [—p, +P} 


ceea ce permite să se afirme că funcția e,(1) este o funcție mărginită. Dacă 
se procedează la o schimbare de variabilă de felul : 


o, = Bz, (14.23) 
expresia ecuaţiei de mai sus (14.19) devine: 
-d 
sti 2 Git 


V(a2 — Bz -z2(p2 — pe x2) 
sau: 
BP dr 


«plf: — Paja — x?) 
g2 


„Bes je şi æ- Q; = Y, se obţine: 


=C; dt. (14.24) 


Dacă se notează: 


g? 
dr 

—— ~ ydi 

(1 — rA) ad 
Integrînd, se obţine : 
t 

dx Pig 
aa E S 

to 


unde : te este timpul pentru wy = 0 și integrala se efectuează începînd de la 
această valoare a timpului, 

Dacă se notează : y(t — lo) = u și se ține seama că integrala din membrul 
stîng este o integrală eliptică, se poate scrie : 


z =snu; (14.26) 


unde : snu este funcţia eliptică sinus de amplitudine u şi este o funcţie pe- 
riodică în u, deci de timp. 

“Se poate considera că og ţi o. se pot determina în funcţie de wp, deci cu 
funcţii periodice de timp şi că deci sistemul este rezolvat, 


` 
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ko 
Fig. 14.2 


Observaţie. S-a obținut mai sus relația : 


Joz + Jarot Jyo = 2E. 
Notiînd : 


se obļine relația : 
Ji rE + SIE — Jazi SA 


Această expresie poartă numele de elipsoidul energetic sau elipsoidul 
lui Poinsot, deoarece ea poate fi interpretată ca fiind ecuația unui elip- 
soid. Se poate ușor observa că elipsoidul de inerție are o expresie ase- 
mănătoare, şi anume : 


Jer Joey Jz =l. (14.27) 


Rezultă că cei doi elipsoizi sînt similari, adică concentrici şi omofocali. 
Folosind expresia momentului cinetic K, şi înmulțindu-l scalar cu © 
se obţine: 


Koo = Jro + Jro? + J102 = 2E = const. 


Rezultă că proiecția vectorului viteză unghiulară © pe direcția vec- 
torului moment cinetic K, este o constantă, deoarece : 


— 5 | 
e e EEE e oist. (14.28, a) | 
|Kol IKol 


Momentul cinetic K, este constant atît ca mărime cît şi ca direcţie 
(fig. 14.2). Rezultă că vîrful A al vectorului © se află într-un plan fix 
din spaţiu, normal pe vectorul moment cinetic K,. Distanţa OB este 
dată de relaţia : 


prRo(6)=0B Saa = | © | cos «= 2g = const. (14.28, b) 
i 3 [Kol Lol 


Elipsoidul energetic al corpului se rostogoleste fără alunecare pe un | 
plan fix m în spaţiu și pivotează în jurul axei de rotaţie ©. Vectorul OA | 
este tocmai vectorul viteză unghiulară. 

Punctul A descrie pe elipsoid o curbă închisă care poartă numele de 
polodie; în același timp descrie pe planul fix m o altă curbă închisă ce 
poartă numele de herpolodie. Polodia rezultă din intersecția conului 
polodic cu elipsoidul (fig. 14.3, a), iar herpolodia rezultă din intersecția 
conului herpolodie cu planul fix (fig. 14.3, D). 
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Fig. 14.3 


14.4. GIROSCOPUL 


Este deosebit de interesant şi mai ales util să se ia în consideraţie cazul 
solidului rigid de revoluţie care are punctul fix chiar pe axa de simetrie (deci 
este suspendat într-un punct al axei sale de simetrie) şi se roteşte cu viteză 
unghiulară mare în jurul axei sale de simetrie. Aplicațiile tehnice ale giroscopu- 
lui sînt multiple și deosebit de interesante prin utilitatea lor pentru aparate 
direcţionale, de controlat şi dirijat avioanele, vapoarele, rachetele etc. 

Deoarece rigidul este de revoluţie, de obicei se consideră axa de simetrie 
drept axa Oz și rezultă că J; =J, şi J-> Ja. Axele Ozyz sînt şi axe 
principale de inerție, astfel că Jz, Jp, Jz devin momente principale de inerție 
şi se poate scrie: 

Ja = Ja e Ja ua: 

Se disting două categorii de giroscop, şi anume : 

— giroscop centrat, caracterizat prin faptul că punctul de suspensie 
coincide cu centrul de greutate (fig. 14.4, a); 

— giroscopul necentrat — denumit şi giroscop greu — caracterizat prin 
faptul că punctul fix O nu coincide cu centrul de greutate, dar se află pe 
axa de simetrie (fig. 14.4, b). 


Fig, 14.4 
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Giroscopul centrat este un caz particular al cazului Euler-Poinsot, 
iar, giroscopul necentrat este un caz particular al cazului Lagrange- 
Poisson. 


14.4.1. GIROSCOPUL CENTRAT 


În acest caz (fig. 14.4, a), suspensia în centrul de greutate se realizează 
printr-o „suspensie cardanică“ care dă posibilitatea corpului să se rotească 
chiar şi simultan în jurul a trei axe concurente în punctul O care coincide cu 
centrul de greutate, axele fiind ortogonale între ele Și în același timp axe prin- 
cipale de inerție. În cazul giroscopului centrat, singura forţă ce acționează 
este greutatea corpului și, ca atare, momentul rezultant al forțelor faţă de 
punctul fix este nul. Se poate deci serie : 


Ma = My, = M; =0; 
Ja = Jai > J: 
Ecuațiile lui Euler devin : 
Jive Hoz wJ = J) =0; 
Joset O OJ — Ja) =0; 
Js:e2 F os'oyl(J, — Ja) = 0. (14.8) 
Observînd' că J, — J, = 0, din a treia ecuație se obține : 


ez =Q şi deci w, = const. = ay. 


Rezultă : 
dos TET „day APS IA 
E oo, = 0 și FR o, =0. 14.9 
di J TU at TA Sr (gt) 
Din prima ecuaţie se obţine: 
Por Ja = dh do, | 
vw =0; 14.10 
m Jh Sedi : ( ) 


do a a a a À 
“_ şi se introduce în a doua ecuaţie a sis- 


din această ecuație se determină 


temului ; se obţine: 


doz J; — Jı a 9 CEOP 9 
—— | or =0 sau: 20, =0 14.11) 
dr | TA ) CE d FIER UR NE a A 


unde s-a notat: 


J =J, ! a 4 s 
( = ao) = pt (14.12) 


Soluția generală a acestei ecuaţii diferențiale liniare cu coeticienţi constanti 
de ordinul II este; 


Oa = Cu cos pt A- Ca sin pl, 
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Introducînd această valoare în prima ecuaţie a sistemului, se obține expre- 
sia lui w,: 


J : 
dp a a a g Erga (Cip al pi C picos pi) 
= — C, sin pt + G, cos pl. (14.13) 

Din analizarea acestor relaţii se pot deduce următoarele caracteristici 
importante : 

— axa Oz (axa de rotație) este stabilă. Acest fapt se datorează proprietății 
cunoscute că dacă un corp se rotește în jurul unei axe principale de inerție, 
aceasta este o dreaptă fixă în spațiu ; 

— dacă viteza unghiulară de rotație în jurul axei Oz suferă o perturbare, 
atunci expresiile funcțiilor ©os și œw, prezintă următoarele caracteristici : 

sînt funcţii mărginite de timp; 
sînt funcţii periodice de timp, cu perioadă mică; expresia perioadei 
es tes: 
27 d/a 


ÎPS PR o 14.14 
P k (Js — J1)Qo ( ) 


În cazul giroscopului œ este foarte mare şi Ją > Jı; se poate deduce că 


valorile lui T rezultă a fi mici. Se poate deci constata că axa giroscopului păs- 
trează o poziţie stabilă, apropiată de poziţia iniţială. 


14.4.1.]. Efectul giroscopic 


Pentru a scoate în evidenţă acest fenomen, se consideră un giroscop centrat, 
care se rotește în jurul unei axe principale centrale, de inerție, care se con- 
sideră drept axa Oz (fig. 14.5). 

Aşa cum s-a arătat, mişcarea giroscopului are în acest caz un caracter de 
stabilitate mare astfel că vectorul moment cinetic în raport cu punctul O 
se păstrează constant ca mărime și direcţie, axa Oz fiind o axă stabilă de 
rotaţie a giroscopului. : | 


Dacă asupra giroscopului se acţionează cu o forță F pe o direcţie paralelă 
cu axa Oz, se constată că giroscopul se înclină către axa 0y. În fapt, forţa F 
produce, în raport cu punctul fix 0, un 
moment M, care are” direcţia axei Oy 
Acest moment produce o variaţie a mo- 
mentului cinetic, care devine : 

K, = K, + dK,- 

Suportul vectorului Ko constituie noua 
axă de rotație a giroscopului, care este 
înclinată faţă de cea inițială cu dy, 
şi se caracterizează printr-o accentuată 
aKo 
dt 
daR, = M'dt, se deduce că momentul Ñi 
are aceeași direcţie și sens cu vectorul d, Fig, 14.5 


stabilitate. Deoarece : =M, sau: 
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care constituie variația momentului cinetic şi Pon deplasarea axei de 
rotație a giroscopului sub efectul acțiunii forţei £. 

Rezultă că giroscopul nu se deplasează în sensul forţei, își deplasează 
axa de rotaţie pe o direcție perpendiculară pe forţă, şi anume în sensul mo- 
mentului M. | 

Apare deci ceea ce se numeşte efeclul giroscopic sau, mai concret, cuplul 
giroscopic. În baza principiului acţiunii și reacţiunii, la acțiunea perturba- 
toare a momentului produs de forţa F giroscopul se opune cu un moment egal 
şi de sens contrar care poartă numele de cuplu giroscopic. 

Deci : 

M, = — Mo (14.15) 


14.4.1.2. Mişcarea de precesie regulată 


Această mişcare are loc întotdeauna în cazul Euler-Poinsot, cînd elipsoidul 
de inerție este de revoluţie. Corpul solid rigid se rotește cu viteza unghiulară © 
în jurul axei Oz care este axa sa de simetrie (fig. 14.6, a), iar axa Oz se roteşte 
în același timp în jurul unei axe fixe 0z, cu viteză unghiulară &,. O astfel 
de mişcare se numeşte mișcare de precesie, iar dacă o Și œw, sînt constante, 
atunci avem o mișcare de precesie regulată. 

Momentul cinetic K, este un vector constant dirijat după axa fixă 0z 
(fig. 14.6). 

După direcţia axei Oz vom avea: 

Kz = Ko:cos 0, (14.16) 
şi deoarece : 
K: = Is: 02 = Ja. 
rezultă că: - ; 
Jaton sin const.. 
E z Aaii p 

Se reține, ca o primă observație importantă, proprietatea că unghiul de 

nutaţie 9 este constant tot timpul mișcării. 


cos 0 = 


Fig. 14.6 
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ci 


Observind că energia cinetică este constantă, adică : 
1 ENN ATAT, tă 2 
E colea (Jor t Jito t Ji o) = z Osto) tJ o= const., (14.17) 


rezultă : 
| wz + 02 = const, 
şi deci: 
N 2 2 
Oz t o + o? = o? = const. (14.18) 
Se reține oa doua proprietate importantă, și anume că : vileza unghiulară 
esie constantă în lot timpul mișcării. 
Observind că w; = w-cos« = const., rezultă : cos a = const, 
De asemenea, se pot observa relaţiile : 


Key = const. ; Koo = 00: Bo:iion = const. = Ko-w-cos B şi deci: cos B = 
= const., unde: io este versorul direcției axei Oz,. 


Rezultă o a treia proprietate importantă care trebuie reţinută, şi anume 
că, unghiurile a și B au valori constante tot timpul mișcării. Deci: 0 = a + ß = 
= const. ṣi © = ọ + Y + ô şi deci : —0. Se mai poate scrie : 


=> sue SĂRI EDP 
O = pă F Wee 
ūoz Şi loz fiind versorii axelor Oz și Oz,. Deoarece avem : 
o = ocosași Ù = œ cos f, 
rezultă : 


ọ =o cos = w = const. ; 


ù = œ cos b = o, = const. j (14.19) 


Aceste relații arată că rotația proprie și precesia sînt mişcări uniforme. 
O imagine a mişcării giroscopului se poate intui folosind figura 14:6, b. 
Se disting în figură trei conuri : 


conul de precesie — descris de axa mobilă Oz în jurul axei fixe Oz, ; are 
unghiul la virf 20; 
conul polodic — descris de axa instantanee A în jurul axei mobile Oz; 
are unghiul la virf 2a ; - 
conul herpolodie — descris de axa instantanee A în jurul axei fixe Qz, ; 


are unghiul la virf 26. 
Conul polodie se rostogolește fără alunecare peste conul herpolodic. 


$ -14,4,2. GIROSCOPUL NECENTRAT 


Acesta se deosebește de giroscopul centrat prin faptul că este suspendat 
într-un punet Ode pe axa sa de simetrie Oz care diferă de punctul C — centrul 
său de masă. Avem OG == $, = , 

Giroseopul necentrat se încadrează în cazul Lagrange-Poisson. În acest 
caz, corpul se roteşte în jurul axei de simetrie Oz cu o viteză & foarte mare, 
iar Oz se rotește cu viteza &, mică în jurul axei Oz. Avem deci o > O 
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EL) să 


Fenomenul giroseopie (cuplul girosecopie). Forța 
gravitațională G acţionează în punctul C aflat 
pe axa de simetrie Oz care este şi axă principală 
centrală de inerție faţă de care momentul de 
inerție este Ja și anume: J} > J, Momentul 
forței G în raport cu punctul fix O este M, 
(fig. 14.7) şi produce o variaţie di, a momentului 
cinetic astfel că axa mobilă Oz se deplasează în 
sensul variaţiei dKg. Se obțin relaţiile : 


Ky a Jyo = Jro ; 


aK = E o a = 
EN =M = o x Ko =, x HEATH 
Fig. 14.7 ©, fiind viteza unghiulară cu care se roteşte 


vectorul K, în jurul axei 0z,. 
Deci : 
MSR Xa. (14.20) 
Conform principiului acțiunii şi reacţiunii rezultă că apare un cuplu 
giroscopic : 


i 1 Sit, = 
IVI = — Mo Z0 X ou 


care acţionează în 0. Se observă că: 


1M,|=J,l6.1l&|sin0 =GEsin6; (14.21) 

rezultă : 
sa Ole (14.22) 
O = Ia -22 


mărimea vitezei unghiulare de precesie este constantă, iar unghiul 0 este de 
asemenea constant. Se poate reţine concluzia că giroscopul necentrat, la care 
elipsoidul de inerție este de revoluţie, are o mișcare de precesie regulată. 


Mişearea de precesie regulată. Constituie un caz particular de mişcare a 
giroscopului, deosebit de interesant, deoarece prezintă foarte multe aplicații 
în tehnică. Rigidul luat în considerare este de revoluţie, astfel că se poate 
scrie Jz = J,. Mişcarea în jurul unui punct fix se numește de precesie regu- 
lată dacă unghiurile lui Euler sînt exprimate sub forma : 


4 =p + ort; p =p + ot; -0 = 0p sau: P =o p =o; ô =0. 


Giroscopul efectuează o mişcare de precesie regulată, rotindu-se în acelaşi 
timp, cu o = const, în jurul axei mobile Oz şi cu o, = const. în jurul axei 
fixe Oz, și păstrînd unghiul de nutaţie 0 constant (fig. 14.8). 

Ecuațiile lui Euler capătă expresia : 


Iu" ez + oyo Ja — J) = Mz; Jise A OOl, => J3) = My (14.23) 
pa = Ma 


| Proiectînd vectorii ©, şi 6) pe axele Oz, Oy, Oz se obțin proiecţiile vectoru- 
lui © pe sistemul de axe mobil (lig. 14.9), care au expresiile : 


Og = o, sin Osin e; co, = o, sin Orcos ọ ; 
Ws = opcos À h w, (14.24) 
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Tig. 14.8 Fig 149 
Expresiile acceleraţiilor unghiulare sînt deci : 


Ea = Op =, Sin Arcos p = ww sin Orcos o ; 


3 : : i (14.25) 
„soy =o sin Osin g'o = — oo sin Osing ; 
; ep =:0. 
Ecuatiile lui Euler au, în acest caz, expresia : 
Jitta t Oy 'Oz(Ja = J,) a A 
Juey + osos, = a) = Sa (14.26) 


Ja'Es = Ma 
şi folosind valorile găsite pentru acceleraţiile unghiulare se obţine ; 


Joe! sin Oscos e -- (a Io, sin 0:cos e(o, cos, 0+o)=M,: 


(14.27) 
—J wo sin Ossin g aP W- J)o, sin 0:sin e(o, cos 0 + o) =M, ; 
0 =M, = 0, 
Efectuind calculele se Sti a AS wo 
[mi E h(i +s HAE A cos 0) oiro sin 0. (14.28) 
Ji È Es s 
Vectorul M, are expresia : sto l 
Mh = 0, x (7) di |! q- Ac e 2L cos0] a (14.28) 
à 


Deoarece de regulă w o, se poate isca! relaţia aproximativă pentru 
cuplul giroseopic : 
m ... Jad, x Titi 
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15. 


MIŞCAREA GENERALĂ A RIGIDULUI 


15.1. ECUAȚIILE DE MIŞCARE 
ÎN CAZUL UNUI CORP SOLID RIGID LIBER 


Se consideră un corp solid rigid care are o mișcare generală, a cărui masă 
este M și care are drept axe principale centrale axele Gz, Gy, Gz în raport cu 
care se cunosc momentele de inerție principale centrale Jz, Jy, Jz. 

Pentru studiul mișcării se utilizează un sistem de referință fix Oxyz față 
de care centrul de masă G este determinat prin vectorul de poziție OG. Punc- 
tul G are la un moment dat coordonatele xe, Yg, Zg. Se foloseşte, de asemenea 
sistemul Ga'y'z' ce are originea în G şi axele mereu paralele cu axele siste- 
mului fix Oz Oy, şi Oz, Poziţia sistemului mobil Gzyz faţă de 
Ga'y'z' este precizată prin unghiurile lui Euler. 

Considerind că se cunosc forțele exterioare ce acționează asupra corpului 
solid rigid şi condiţiile iniţiale, se studiază mișcarea corpului solid rigid. 
Pentru a efectua un studiu asupra mișcării generale, se procedează la des- 
compunerea acestei mișcări în două mișcări componente simple, și anume : 

— o mișcare. de translație, cu viteza și acceleraţia centrului de masă G 
ca și cum toată masa corpului ar fi concentrată într-un punct în centrul de 
masă și asupra lui ar acționa rezultanta sistemului de forțe exterioare ce 
acționează asupra întregului corp ; 

— o mișcare de rotaţie în jurul unei axe mobile ce trece prin centrul de 
masă, ca şi cum punctul G ar fi fix. 

Conform teoremelor generale pentru prima mişcare, se poate scrie : 


M'te = XE sau: Mte = XX; M-je =DY; Mi =) Z. (5.1) 


Aceste ecuaţii sint raportate la sistemul fix. Pentru a doua mișcare se pot 
scrie relaţiile : S 


Jo Or F(T, — Joy" oz =} M; ; 
Jy òy + (J; — Jos: = XM, ; (15.2) 


Jz oz IP J, Sa 1)Or'Oy =) M,; 


aceste ecuaţii sint raportate la sistemul Gzyz mobil. 

Pentru studiul mișcării generale se dispune deci de un sistem de șase ecuații 
diferenţiale, care integrate conduc la douăsprezece constante de integrare ce 
se pot determina dacă se cunosc 12 parametri corespunzători poziţiei corpului 
la un moment dat, de regulă corespunzători poziţiei iniţiale. 

Teoremele generale ale dinamicii aplicate în cazul solidului liber permit a se 
scrie relaţiile ; 


“Țar A ; 
l siy T Pea ȘI £ R= DOM este (15.3, a) 


Se obţine un sistem de 6 ecuaţii diferențiale a căror soluționare duce la de- 
terminarea legilor de mișcare, 
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N z fi . a n 
\ Aceste două teoreme pot fi scrise concentrat transformîndu-le în teorema 


vorsorului. Se poate scrie : 


d 
cz UT a ALI, (15.3, b) 
dt 
unde : ai l i 
Ra este torsorul cinetic al solidului ; 
zpezt — torsorul forțelor exterioare. 


15.2. ECUAȚIILE DE MIŞCARE ALE CORPULUI SOLID RIGID 
SUPUS LA LEGĂTURI 


Un corp liber are şase grade de libertate. 

Dacă se consideră un corp de forma unei sfere care se plasează pe un plan 
orizontal Oxy, atunci sfera va poseda cinci grade de libertate, astfel că poziţia 
sa este determinată de coordonatele z, y şi cele trei unghiuri ale lui Euler. 

Dacă se consideră un corp solid rigid cu un punct fix, poziţia sa este deter- 
minată prin cele trei unghiuri Euler și deci corpul are trei grade de liber- 
tate. 

Asupra corpului supus la legături acţionează un sistem de forțe format 
din forţele date (active) și fortele de legătură exterioare. Teoremele funda- 
mentale ale mecanicii se pot scrie sub forma : 


Tf leg | Tpact = To (15.4) 


care permite formarea a şase ecuații scalare şi, dacă numărul de grade de 
libertate n < 6 se pot determina cei n parametri şi cele 6-n mărimi ce carac- 
terizează torsorul forțelor de legătură exterioare. . 


16. 


CIOCNIRI 


Ciocnirile sînt mişcări mecanice, denumite și mişcări impulsive, care se 

| produc cu variaţia bruscă a vitezei, adică a impulsurilor. În cazul ciocnirilor, 

| forțele acţionează un timp foarte scurt cu intensitate foarte mare. Aceste forțe 
foarte mari poartă numele de forţe percutante. O noţiune importantă strict 
legată de fenomenul ciocnirii este percuția. 

| Percuţia se exprimă prin relaţia 


t 
P = Pra. (16.1) 
1 
| În această expresie, Î' reprezintă rezultanta tuturor forțelor percutante 


care acţionează în intervalul de timp (f, ła) cît durează ciocnirea asupra 
corpului considerat, 
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Pornind de la legea fundamentală 
a dinamicii, se poate găsi relaţia care 
să exprime valoarea percuţiei ; 

= 2 do 
k= ma =m ; 
dt 
m:dö = F-dt 


şi prin integrare se obține : 


ta va 
B = | E-dt = |m-do = m- —m-i,; 
ti vi 

rezultă deci : 

P = md, — med (16.2) 

Fig. 16.1 Ù, Şi Da fiind vitezele la începutul și, 

respectiv, la sfîrşitul ciocnirii. 
În figura 16.1 este arătată interpretarea geometrică a acestei relaţii : aria 
cuprinsă sub curba ce reprezintă variația forţei şi aria cuprinsă sub acțiunea 
forței percutante medii sînt egale. 


Ipotezele simplificatoare ale ciocnirii : 

— fenomenul ciocnirii se petrece într-un timp foarte scurt, astfel încît 
corpurile care se ciocnesc se deplasează foarte puţin în timpul fenomenului de 
ciocnire ; se poate considera că, în timpul ciocnirii, corpurile nu-și schimbă 
poziţia. În acest mod se poate spune că ciocnirea este un fenomen local de 
repaos discontinuu, precedat şi urmat de stări de mişcare continue ; 

— în timpul ciocnirii se consideră corpurile deformabile ; 

— timpul cît durează ciocnirea este foarte scurt ; 

— forţele percutante suferă variaţii foarte rapide dar ajung la valori foarte 
mari ; 

— forțele active obişnuite care acţionează asupra corpului în tot cursul 
mişcării (greutatea, forța de frecare, etc.) au valori mici în comparaţie cu 
forţele percutante și, din acest motiv, pot fi neglijate ; 

— forţele de legătură devin percuţii de legătură și, ca urmare, se poate 
aplica principiul acţiunii și reacţiunii. 


16.1. TEOREMELE GENERALE APLICATE 
ÎN STUDIUL CIOCNIRII 


16.1.1. TEOREMA IMPULSULUI 
e Se consideră. un sistem de corpuri ce se ciocnesc în intervalul de timp å 
şi la. Pentru o particulă materială se poate scrie relaţia : 
i A = r N (16.3) 
Pentru întregul sistem de puncte se poate scrie : 


sanii Dome do Ymd, = SSB, (16.4) 


Gxi: =f, impulsul total final ; 
m’, = f, impulsul total inițial, 
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Se poate scrie deci: 
N ÎN, — A, = 2P, (16.5) 


care constituie teorema impulsului şi se poate enunța astfel : variaţia impulsului 
total în timpul ciocnirii este egală cu suma percuţiilor calerioure dale și de legă- 
tură, 


16.1.2, TEOREMA MOMENTULUI CINETIC 


Pentru o particulă se poate serie: 
E X med —PXmi, =FX5, (16.6) 
unde 7 este vectorul de poziţie al particulei faţă de reperul fix 0. 


Relaţia se mai poate serie: 


K, — K, =M, (16.7) 
unde : 
Ku K, reprezintă momentul cinetic inițial și final; 
Me — momentul percuţiilor. 


Pentru întregul sistem de puncte materiale se poate scrie : 


DE XI mE OD er, x P, 


RR, = i xP, (16.8) 
care constituie teorema momentului cinetic şi se poate enunţa astfel: variația 
momentului cinetic total în timpul unei ciocniri este egală cu suma momentelor 
percuţiilor exterioare date și, de legătură. 

Cele două teoreme pot fi concentrate într-o singură teoremă, cunoscută sub 
numele de teorema torsorului. percuţiilor. 

Dacă H și K sînt elementele torsorului impulsurilor z(Ħ), iar DOP ṣi) >F xP 
sînt elementele torsorului percuțiilor (P), se poate scrie`concentrat : 


Az(H), = (P), (16.9) 


care se poate enunța astfel: variaţia torsorului impulsului total în timpul 
unei ciocniri este egal cu torsorul percuțţiilor. 


sau 


G 


16.1.3. TEOREMA VARIAȚIE! ENERGIE! CINETICE 
Teorema impulsului pentru un punct M; ce face parte dintr-un sistem 
de puncte materiale se poate serie sub forma: 
Me Dy, — me du = Pi; (16.10) 
înmulţind scalar ambii membri ai acestei relaţii cu Di se obține: 
MilÖn — Dp) Dn = Pui 
Însumind pentru toate punctele sistemului, se obține: 


i Do mlbu = Dude = ID Bis duş (6-11) 
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și se obţine: 


1 1 i P a > 
E medi, a X mi vi, + ) Midi — d? = ) Pr da. (6.12) 


În această relaţie se poate observa că termenii au semnificaţii fizice bine 
determinate, şi anume : 


1 f F Er ? 7 
SE ca ò m, =E, este energia cinetică a sistemului de puncte ma- 
teriale în momentul iniţial al ciocnirii ; 
1 AI E E ; s 
+ a ) mw, = E, este energia cinetică a sistemului de puncte în mo- 


mentul final al ciocnirii ; 


2 


1 = see gt EE A : 

ap == ò m;(ð, —d:,)? =E’ este energia cinetică pe care ar avea-o sistemul 
dacă orice punct din el ar avea viteza pierdută 
(Di, — Di) 

Folosind aceste notații, se poate scrie: 


E, sară 125 + E' == DI. 
sau : 
E = (Çi SE) = DBD (16.13) 


care constituie expresia teoremei variației energiei cinelice care se poate enunța 
astfel : diferența dintre energia cinetică corespunzătoare vitezelor pierdute 
(Ep) și dintre variaţia energiei cinetice din timpul ciocnirii punctelor din 
sistem (E, — E, = AE) este echivalentă cu suma produselor scalare dintre 
percuţiile aplicate punctelor din sistem și vitezele lor finale. 

Pentru înțelegerea corectă a relaţiei de mai sus este util a se preciza sem- 
nificația simbolurilor și, în acest scop se menţionează că prin suma percu- 


țiilor DSP; în cazul unui sistem, se înțelege suma percuțiilor exterioare (active 
sau date şi de legătură) şi suma percuțţiilor interioare : 


DEE, = DOP, ESR DP, int: (16.14) 
În cazul corpului solid rigid Dap, = 0 şi rezultă: 


DOP, = Bia (16.15) 


~ Dacă se ia în considerare cazul particular, în care vitezele sînt perpendiculare 
pe direcţia percuţiilor exterioare asupra unui corp solid rigid, atunci termenul : 


XP, = 0 şi relaţia (16.13). devine : 
E, — E; = Ep (16.16) 


Această situație este posibilă în primul rînd în cazul sistemelor de corpuri 
netede, fără frecare, Relaţia (16.16) este cunoscută sub numele de teorema lui 
Carnol și se poate enunţa după cum urmează : în cazul unui sistem de corpuri 
rigide între care nu se produc forțe de frecare, variaţia energiei cinetice din 
timpul ciocnirii este egală cu energia corespunzătoare vitezelor pierdute. 
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Observaţie. În timpul ciocnirii nu se poate aplica, în vederea studierii 
şi determinării mișcării, teorema energiei cinetice, deoarece corpurile 
sînt deformabile și o parte din energia cinetică se transformă în alte 
forme de energie (calorică, de deformaţie etc.). 


16.2. CIOCNIREA CENTRICA A DOUA SFERE 


De regulă, în studiul ciocnirilor a două corpuri care au mișcări de trans- 
laţie, acestea se asimilează drept sfere. 

În acest scop se consideră două corpuri sferice O, și 0, (fig. 16.2, a) de mase 
m, Şi mp care se deplasează pe direcţia ce unește centrele celor două sfere ur- 
mînd a se ciocni, Se presupune că se cunosc vitezele i, și õ, ale celor două 
corpuri în momentul dinaintea începerii ciocnirii. Se presupune că ñ, > 22. 

Este necesar să se determine vitezele î, şi ü, ale celor două sfere după 
ciocnire. 


Problema se poate rezolva aplicind teorema impulsului mai întîi întregului 
sistem și apoi fiecărui corp în parte. Se observă că : suma percuţiilor exte- 
rioare aplicate sistemului format din cele două bile pe direcţia 0,0, ce uneşte 
linia centrelor, este nulă și că, prin urmare, impulsul sistemului pe această 
direcție este conservativ şi deci : 


pe B, =0. 
Impulsul total al sistemului pe direcţia 0,0, în momentul dinainte de 


ciocnire este egal cu impulsul total pe aceeași direcţie în momentul ce urmează 
imediat după ciocnire, adică : ! í 


m, v, + mv, = mi- b F m, v, (16.17) 


$ 


Fig, 16,2 A 
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ie Pentru a stabili o a doua ecuaţie ne- 


cesară pentru determinarea necunoscu- 
Lă . Lă = v 
Pe telor vı Şi v, este necesar să se facă o 
a R Na AT, °0? analiză mai amănunțită a fenomenului 
Ap, 
Lă 


ciocnirii. Din această analiză rezultă clar 
că este strict necesar să se renunţe la 


N dei. ipoteza simplificatoare enunțată încă la 
d începutul cursului că avem în considerare 
; Gib corpuri solid rigide și să tinem seama 
(a ONTT zu de realitate, în sensul că în timpul cioc- 
nirii corpurile se deformează sub acţiunea 


perculiilor de interacţiune. Fenomenul de 
ciocnire se produce într-un timp foarte 
Fig. 16.3 scurt care este logic şi necesar să se îm- 

. partă în două faze, și anume : 

— o primă tază, denumită fază de comprimare, se caracterizează prin faptul 
că la început vitezele sînt diferite ö, şi 5, și că în timpul acestei faze cor- 
purile se comprimă pînă la sfîrșitul ei cînd amîndouă corpurile ajung la ace- 
iaşi viteză comună &. În prima fază, între cele două bile sferice acționează 
o percuție de interacţiune P, care produce mereu comprimarea celor două 
bile. Pentru simplificarea calculelor se poate admite că această percuție P, 
este constantă în tot timpul acestei faze; 

— o a doua fază, denumită fază de destindere, în care cele două corpuri au 
la început aceeaşi viteză şi apoi ele se destind pînă în momentul în care se 
despart şi au vitezele î, şi ,. În tot timpul acestei faze percuţia de legătură 
(de interacțiune) P}, numită percuția din faza de destindere, este conside- 
rată, pentru simplificare, constantă. 

În prima fază sferele se comprimă atît timp cît viteza punctului O, va fi 
mai mare decit viteza punctului 0;, adică pînă la egalarea celor două viteze. 
În a doua fază, viteza lui O, continuă să scadă de la mărimea ū pînă la d, 
iar viteza lui O, crește de la mărimea ū pînă la î;. 

Percuţia de interacţiune P, în faza de comprimare se poate stabili consi- 
derînd separat fiecare sferă în parte (fig. 16.3) și ţinînd seama de principiul 
acţiunii și reacţiunii; se obţine: 


Pe = — mu(u —v,) = m,(u — v3). (16.18) 


mo 


În această ecuaţie, necunoscuta este viteza comună a celor două sfere la 
sfîrşitul primei faze. Din aceste relaţii se obţin: 


m ea Pisu sl Vot RUDI PER O (16.19) 
MF Me m +m, 


În faza de destindere (de relaxare) expresia percuţiei de destindere Pa 
se poate obține considerînd, de asemenea, separat fiecare sferă în parte și se 
obţin, în mod asemănător: | 


Pı =— m (v — u) = m(v —u); (16.20) 

din care rezultă ; 
EA PETOA i Paara O ti) ea 16.21 
u TRER și Pa ASEAZA ( ) 
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Modul în care se desfăşoară procesul de comprimare și de destindere al 
sferelor reflectă caracteristica deformării și ea este bine reprezentată prin 
raportul dintre mărimile percuţiilor, adică: 


FEN sI Se Li rea (16.22) 


h Vi — Va 

Acest raport poartă numele de coeficient de restituire sau de coeficient de elas- 
licilale. Uneori se mai utilizează şi denumirea de coeficient de ciocnire. Valoarea 
acestui coeficient de restituire poate fi determinată pe cale experimentală sau 
este considerată cunoscută. 

Problema ciocnirii centrice a două sfere conduce astfel la rezolvarea a două 
ecuații : 

va — V; 


miU, imava = Mud t Mta Şi k =m (16.23) 
V, — Da 


Rezolvînd sistemul, se obține : 


Lă — v(i k 
vı = V, ROLE 
Pat Nu 
Ma 
pi supape 
1 i Mae 
m, 


Valoarea coeficientului de restituire k este cuprinsă între 0 și 1. Dacă avem 
k =, atunci P, = Pa; percuţia din faza de comprimare este egală cu cea 
din faza de destindere şi ciocnirea este perfect elastică. 
Dacă avem k = 0, atunci rezultă Pa =0; corpurile rămîn deformate și 
lipite între ele după ciocnire — ciocnirea este plastică. 
Dacă 0 <k <1, atunci IE ip restituirea percuţiei se face numai 
c 


parțial, corpurile revin numai parţial din deformație. În acest caz ciocnirea 
se numeşte ciocnire naturală. 


16.3. VARIAŢIA ENERGIEI CINETICE 


O problemă importantă în ciocnire o prezintă pierderea de energie cinetică 
în timpul desfășurării ciocnirii. 

Dacă se notează cu: 

— AE pierderea de energie cinetică a sistemului ; 

— E, energia cinetică a sistemului după ciocnire ; 

— E, energia cinetică a sistemului înainte de ciocnire, se poate serie 
relația : | 

AE = E, — Eu (16.25) 


sau : 


1 1 f 
Ap o (Hm +m: vi) = 3 m, v3 Fee) (16.26) 
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Folosind expresiile 16.24, expresia pierderii de energie cinetică prin cioc- 
nire devine: 


s m,m 4 à ae 
AE = ———— (1 — k’) (v, — v)’. (16.27) 
2 (m, + m) 
Se poate remarca uşor, în cazul ciocnirii elastice, că atunci cînd & = f; 
avem AE = 0, deci nu avem pierderi de energie cinetică. 
În cazul ciocnirii plastice, k = 0 deci avem pierdere de energie, ṣi anume : 


N ui (Caiet es (16.28) 
2 (mu + m) 


În cazul ciocnirii naturale 0 < k <1 avem pierderi de energie și valoarea 
exactă se obține din relaţia (16.26). ` 

În virtutea principiului conservării energiei, energia totală trebuie să 
rămînă constantă și rezultă că energia cinetică pierdută trebuie să o regăsim 
transformată în altă energie. Se constată uşor că această energie se transformă 
în lucru mecanic de deformare a celor două corpuri ce se ciocnesc, în energie 
calorică sau electrică sau în alte forme de energie. 


16.4. CIOCNIREA OBLICĂ 


Se consideră cazul a două sfere O, şi 0, de mase m, și m, (fig. 16.4) care se 
ciocnesc. după linia centrelor ; în momentul ciocnirii au vitezele î, și ð, ce 
fac unghiurile «, și a, cu linia 0,0,. 

Pentru operativitate se poate admite că suprafețele celor două sfere sînt 
perfect netede și deci nu apar forţe de frecare. 

Vitezele de, și Doz se pot descompune în cîte două componente, după direcția 
normalei comune și după direcția tangente. comune la suprafeţele aflate în 
contact. Deoarece se admite că nu apar forţe de frecare, componentele după 
tangenta comună 9, și O, rămîn neschimbate după ciocnire. În acest fel se 
poate considera că ciocnirea se efectuează după direcția normalei comune, 
în baza relaţiilor (16.23) care, în acest caz, capătă forma : 


Lă Lă 
IN" Vin F IM Von = Mi" Vin F Ma" Von ; 


pa t = a ; (16.29) 
i In TD Van 


Din rezolvarea acestui sistem se determină Vin ȘI Van care odată cunoscute ne 
permit calcularea vitezelor v; şi. vs. 


$iluoljo . dihaințe-de ciocnire, „+ Situația de după ciocnire, 
$a ga Fig, 16.4 
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16,5. CIOCNIREA UNEI SFERE CU UN CORP CE SE POATE ROTI ÎN 
JURUL UNEI AXE FIXE. PERCUȚII PE AXA FIXĂ. CENTRUL DE PERCUȚII 


Se consideră un corp ce se poate roti în jurul unei axe O care are, faţă de 
această axă, momentul de inerție mecanic Jo iar masa corpului este M (fig. 16.5), 
Corpul este ciocnit de un corp în formă de bilă sferică după o direcţie per- 
pendiculară pe axă și totodată după normala comună în punctul de contact. 
Cunoscînd că bila are înainte de ciocnire viteza 5, iar după ciocnire 5, 
corpul are înainte de ciocnire viteza unghiulară œ, iar după ciocnire ©, proble- 
ma care se pune este de a determina vitezele celor două corpuri după 'ciocnire. 
Asupra sistemului format de bila sferică și corp acționează ca percuţii exte- 
rioare numai cele de legătură în punctele de prindere în axa de rotaţie, care 
trec prin această axă. Este evident că suma momentului percuţiilor exterioare 
faţă de axa de rotaţie pentru întregul sistem este nulă și în baza teoremei. 
variaţiei momentului cinetic se poate scrie : 

R= Meu =0, sau K, — R, =X M. =0, sau Ky = Gr —0, 

sau : 
Jo + mvl = Jyo + mv -l ; (16.30, a) 
Această relație arată că momentul cinetic al sistemului față de punctul O, 
în jurul căruia se rotește, este același înainte și după producerea ciocnirii. 
Pentru a determina necunoscutele v! și œ se poate utiliza relația ce determină 
valoarea coeficientului de restituire în punctul A în care se produce ciocnirea. 


Deci : php Ei (16.30, b) 
v= o'l 
Rezolvînd sistemul 16.30, a şi b se obține : 
Jae (0—o:D(U+k), 
m-l? 


J 
ESR (16.31) 
Oo E w— oD +k) E 
Jo 
m [2 
Determinarea pereuţiilor pe axa fixă de rotaţie. Centrul de percuție. Se 


consideră un corp ce se poate roti în jurul axei fixe 00, avind articulaţii 
în O și 0, aflate la distanţa 00, = n. Se alege un sistem de referință Ozyz 
astfel încît axa Oz să fie axa de rotaţie fixă (fig. 16.6). Centrul de masă G 


pa=2 


Fig. 16.5 + Fig. 16.6 
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se află în planul xOz şi are coordonatele za, ya; Za. Asupra corpului C este 
aplicată o percuție exterioară P în punctul A. Datorită acestei percuţii în 
articulațiile din O şi O, apar percuţiile de legătură P, și £,, iar corpul se va 
roti, după percuție, cu 6, Înainte de percuție corpul avea viteza unghiu- 


lară &, 
Aplicind teoremele generale se poate scrie: 
AH, = Pa + Pie -H Poe = — Mlo, —o)ya; 
AH, = Py FP A Pa = Mizalo., ~ O); (16.32) 
AH, =p F Pia T Po =0; 
Bo Aa OR 
AK, = | Za Ya Za | =ilyas P: — Za*Pu] + Jla Pa — zaP] + 
Pati Dau BE 


+ klea Py — ya*Pa] =— ilo, — o) — Jlor — o)Jy + Ko — 0)Jz 
unde Jez Jyz Jz sint momente de inerție. 
Aceste ecuații reprezintă un sistem: de șase ecuații scalare în care apar 
necunoscutele : 
Wg isi dg ao Doe sa i a Paz: 
Din rezolvarea acestui sistem se poate obține : 


J za’ Py — Va: Pz A 


O = 
Je 


Se observă că rămîn nedeterminate componentele percuţiilor de legătură 
după axa 0z: P,, şi Pz. -Această nedeterminare se poate elimina dacă se 
ține seama de elementele elastice ale axului 00.. 

O problemă care interesează foarte mult în aplicaţiile practice o constituie 
cazul în care aplicînd. percuţia P într-un punct oarecare A, percuţiile de 
legătură sint nule, adică : 


sau : 


Piz = lig = Pio = d = loy = Pn = 


Introducind aceste condiţii în ecuaţiile stabilite în baza teoremelor generale, 


se obţine : 
Jz í Jaz Q 
va S= ee Z = Å—— ' 16.33 
ae e a E NLIRES ( ) 


Pentru ca percuţiile de legătură să fie nule, este deci necesar ca: 
a) percuţia P ce se aplică corpului G trebuie să fie perpendiculară pe planul 
Ozz determinat de axa de rotaţie și centrul de masă al corpului ; 
b) axa de rotaţie trebuie să fie o axă principală de inerție ; 
c) percuţia trebuie să fie perpendiculară pe axa de rotaţie ; 
d) pereuţia trebuie aplicată în centrul de percuție de coordonate: 
i Jia 


2i = 


E 4 A E 


APLICAȚIA 1 


Corpul 7 de greutate G după 
ce străbate cu frecarea p = = 
distanța AB = 3,6 m, ciocneşte 
plastic, în B, corpul (II) de gre- 
utate 3G ce stătea în repaus. 

Să se determine: 1) viteza co- 
mună după ciocnirea în B; 2) 
unde atinge solul în cădere liberă, 
cunoscînd pe h =20 m; 3) vi- 
teza la atingerea solului ; 4) vi- 
teza după ciocnirea solului, cu 


1 5 
coeficient k, = na 5) unde atinge 
a doua oară solul. 


Rezolvare 


1 2 


Deci : 


1 2 
= mov —— m-W5 = 
2 2 


Fig. 16.7 


Pe porţiunea AB se aplică teorema energiei pentru sfera Į: 


Ep EA = lisă 


Sr uem- gel. 


v =v —2u-gel. 


Vp =8 m/s. 


Înlocuind în cifre (şi luînd g = 10 m/s2), rezultă: 


În B este o ciocnire dreaptă între două sfere ; scriind conservarea impul- 
sului şi relaţia coeficientului k; se obţine : 


[G 3G 
Eo, = (+) 
fig; g g 
de unde: căi 
-Ug = 4V și = = 2 m/s. 


Pe porțiunea BC se face studiul mișcării după parabolă, pentru care se 


seriu ecuaţiile parametrice (sistem cu originea în B): 


T 
y 
le 


l 


0 


Viteza în C se poate obține prin derivarea ecuaţiilor parametrice : 


= Vp le = De 


=2", deci: x =4 m. 


v [ae A m/s 
Dy =y = ela = 10:2 = 20 m/s 
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Va = NE m/s 


Studiul ciocnirii în C este 
Deci : 


al unei ciocniri oblice cu o suprafață fixă, 


componentă neinfluențată de ciocnire ; 
1 Zi TRI. 
wH *20= —5 m/s componentă influențată de ciocnire, 


Deci: v, = 4/29. 


Distanța nouă de cădere, CD, se determină prin scrierea ecuațiilor para- 
metrice, în sistemul cu originea fn C: 


p =t AE o tor 
și deci: 
Do = CD = 2m. 
APLICAȚIA 2 


Să se determine viteza inițială v, cu care trebuie 
masă m, pentru ca după ce parcurge: AB 
nind plastic în B bara verticală de masă 
repaus, ansamblul acestora să se oprească 


să pornească sfera de 
=l, cu frecare Wu, a = 60”, cioc- 
m şi de lungime l, ce stătea în 
în poziţie orizontală (fig. 16.8). 
Rezolvare 


Pe porţiunea AB se aplică teorema energiei cinetice pentru sferă : 


1 1 r 
27008 =73 m = — (meg sina + p-m: g cos a)l. 


Ciocnirea din B este între o sferă şi un corp în rotaţie 
momentului cinetic față de O, se elimină percuţiile interio 
terioare din O. Ciocnirea fiind oblică, 


; scriind teorema 
are din B şi ex- 
participă componenta normală Un- 
Astfel, din relațiile : 
h:o + m-v -0B = 


= h'o + m-v-OB, 


) OB -w — v? 
k = PLON Da] 
Va — OB ‘w 
— Conservarea momentului ci- 
netic 


— legea coeficientului k 
ținînd seama că: 


Una = Vn*Cos 60° 22 si k=0, 
Fig, 10,8 y a 
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rezultă : 
v m’ 
m -S l e m a l o = do, 
2 9 


de unde: 


8 
up = = lio 
9 


+ 


După ciocnirea plastică stera rămîne alașală baroi, lar ansamblul pleacă 
cu viteza inițială w din poziţia verticală și se opreşte în poziţia orizontală, 
Se serie teorema energiei între aceste două poziţii: 


T l 
E— E, = Ler; -— (53 + m:t) o a = meg — = megl, 


e! St | 
2 l 


fi 3 — 
„ Îo=lo' => g 
vh 2 


de unde : 


v= v = vp sin 60 = 24/3 gol 
Rezultă : 


va = 4 S gU şi d = gUm Si). 


17. 


ELEMENTE DE MECANICĂ ANALITICA 


17.1. GENERALITĂȚI 


În mecanica newtoniană clasică s-a studiat mișcarea tolosind metoda 
vectorială, condiţiile de echilibru și de mişcare ale corpurilor materiale sub 


acțiunea sistemelor de forţe. La baza acestui studiu a stat ecuația funda- 
mentală a mecanicii : 


F =m F, respectiv- (mP) =F (7.1.1) 


completată, în cazul corpurilor ce au o mişcare de rotație în jurul unei 
axe, cu relația ce derivă dealtfel din ecuația fundamentală : 


DM = Die X mD, respectiv Ma = Ja Ù. ATLA) 


Aceste ecuații diferențiale raportate la axe de coordonate (carteziene, 
polare ete.) în spaţiul fizic euclidian reflectă, prin expresia lor matematică, 
fenomene fizice, reale, Metoda de calcul vectorial lolosită, bazată pe ecuația 
fundamentală a mecanicii, respectiv pe tooremele generale ale dinamicii, 
nu prezintă un caracter de generalitate a problemei, 
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Marii matematicieni și fizicieni ai secolului al XVIII-lea şi-au propus să 
determine criterii generale, pe cit posibil universale, care să ofere disciplinei 
mecanicii un caracter de știință universală, 

Acest deziderat a fost expus ca sistem matematic unitar și eficient, de 
către J. L. Lagrange, în cartea sa „Mecanique analytique“. 

Mecanica analitică prezintă avantajul că dă posibilitatea extinderii cîm- 
pului de investigaţie al fenomenelor, în afara fenomenelor mecanice la fe- 
nomene fizice care pot fi modelate după cele mecanice. Din punct de ve- 
dere matematic, metoda analitică este mai cuprinzătoare și mai uniformă, 
permiţind o eficienţă sporită in aplicarea sistemelor de ecuaţii diferențiale 
ale mecanicii şi scoaterea în evidenţă a proprietăţilor deosebit de intere- 
sante şi utile ale acestor ecuaţii sau sisteme de ecuaţii diferenţiale, 

Desigur, că la numele marelui matematician J. L. Lagrange trebuie să 
asociem toată pleiada de savanţi care au pus temelia mecanicii analitice. 
Astfel, este cazul să se rețină numele marelui matematician W. R. Hamilton 
(1846) care a reușit să stabilească proprietăţi analitice importante pentru 
integrarea sistemelor de ecuaţii diferenţiale ale mecanicii. 

De asemenea, P.L.N. de Maupertuis (1744) s-a consacrat în istoria ştiin- 
ţelor prin formularea unui principiu variațional care a permis ca apoi Louis 
de Broglie (1924) să creeze o nouă disciplină, şi anume mecanica ondulatorie. 

Desigur că în fruntea lucrărilor care au pus bazele disciplinei mecanicii 
analitice trebuie să avem în vedere pe cele elaborate de K. F. Gauss, 
H. Hertz, L. Euler, A. M. Liapunov, care au dezvoltat metodele de integrare 
ale ecuaţiilor mecanicii, principiul variaţional corespunzător etc. 

În cadrul mecanicii analitice un loc de frunte îl ocupă principiul lui 
d'Alembert ce poartă numele marelui matematician francez care l-a enunțat. 


17.1.1. COORDONATE GENERALIZATE 


Coordonatele generalizate ale unui sistem mecanic sînt parametrii inde- 
pendenți qu q2;..., Qn căre determină complet configurația sistemului, adică 
poziția tuturor punctelor sale în raport cu sistemul de referință ales. Coor- 
donatele generalizate posedă caracterul analitic, abstract al unor parametri 
generali și nu pe cel fizic al celor din geometria euclidiană. 

În cele ce urmează se va considera numai cazul sistemelor materiale cu un 
număr finit de puncte materiale sau, mai precis, cu un număr finit de grade 
de libertate. 

Dacă se consideră un sistem de puncte materiale format dintr-un nu- 
măr mare N, dar finit de puncte materiale, acestea au într-un sistem de 
coordonate carteziene în spaţiul euclidian coordonatele 2, Y; z; şi masele Myo 
Poziţia acestor puncte ar putea fi determinată şi de un număr de para- 
metri qu 2...» Qm, faţă de sistemul de referință. 

Se admite că este posibil să avem n = 3N parametri şi că aceştia pot 
fi legaţi de coordonatele carteziene prin relaţii de forma : 


t, = ilq, ghee qi, t); 
Uum VA, qre pă Di (1, 23N) (171.3 
Zi A aa 0%, d), 


Aceste funcții se presupun continue și derivabile și cu determinantul 
funcţional diferit de zero, 
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Aceasta înseamnă că este posibil oricind să se inverseze sistemul, adică 
ă se determine parametrii q* în funcţie de coordonatele £, Yu z Pezultă 


S 
o corespondență biunivocă. : ; E i pia ce 

Parametrii q" (r =1, 2,.... 3N) ce permit stabilirea configurației siste- 
| mului, poartă numele de coordonate generalizate sau coordonate lagrangeiene. 
Ele sînt funcţii continue și derivabile în raport cu timpul. Expresiile lor 


pot îi scrise sub forma : 
= HOI q2 = Ooa N = (0) (17.14) 


şi reprezintă ecuațiile de mişcare ale unui punct în spațiul Ry. Mărimile q 
pot Îi considerate drept componente contravariante ale unui vector de po- 
ziție în spațiul Rsv. 

Vitezele generalizate ale sistemului sînt derivatele totale în raport cu 
timpul ale coordonatelor generalizate ale sistemului. Ele au expresia : 


gt =; PONT JIN (17.1.5) 


Numărul gradelor de libertate ale unui sistem mecanic este numărul s de 
mişcări independente posibile ale sistemului. 

Starea unui sistem dinamic este determinată prin poziția (configuratia) 
şi starea de mișcare în momentul trecerii prin poziția specificată și este 
exprimată printr-un element de forma : 


(47, d); (=... 3N). 


În felul acesta se poate imagina un spaţiu fictiv care are 2X3N dimen- 
siuni şi în care un punct figurativ să reprezinte în orice moment starea 
sistemului dinamic. Acest spaţiu poartă numele de spațiul stărilor sau spațiul 
fazelor şi are 6N dimensiuni ; este un spaţiu afin deoarece are diferite uni- 
tăți de măsură pentru diferiţi parametri. 


17.1.2. LEGĂTURI. DEPLASĂRI 


Un sistem de puncte materiale este alcătuit, de regulă, dintr-un număr 
mare, dar finit de particule materiale între care pot exista anumite legături 
de interacţiune, dintre care unele pot fi de constrîngere datorită unor even- 
tuale forţe de legătură. 


| Legăturile, din punct de vedere analitic, se împart în : a) legături olonome ; 
b) legături neolonome. 

În același timp se disting legături reonome şi legături scleronome. Legăturile 
pot fi fără frecare sau cu frecare. 

n mecanica analitică se iau în considerare numai legăturile fără frecare 
care se pot exprima cu ajutorul unor relații matematice. Se disting, de ase- 
menea, legăluri unilaterale şi legăluri bilaterale; primele impun restricția 

| intr-un singur sens, iar celelalte o impun în ambele sensuri. 
Legăturile unilaterale se exprimă printr-o inecuaţie de forma : 


[e Wa 9, 2,020; 
Chrann (n Giroen ln l) > 0; 
f(x, Y 2, V, Ij, 2, l) s 0; 
(que e o mo (ese dm $) S O, 


(17.1.6, a) 
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iar cele bilaterale prin : 


LON za, J, Z, t) = 0 sau (17.1.6, b) 


(a Qas o sis Ons d iată d t) =0. 


Pentru definirea legăturilor scleronome, reonome, olonome sau neolo- 
nome se ia în considerare numai cazul legăturilor bilaterale. 

Legăturile scleronome se caracterizează prin faptul că nu depind explicit 
de timp și au deci forma : 


Bz, y, 2) =0; Fq go.. qa) = 0. (17.1.7) 


Ele constituie cazul suprafețelor sau curbelor fixe. Cuvîntul scleronom 
provine de la cuvîntul grecesc scleros care arată că este vorba de un corp 
dur imobil. 

— Legăturile olonome se caracterizează prin faptul că în expresia lor 
matematică nu apar derivatele lui z, y, z adică componentele vitezei sau 
accelerației. Aceste legături au expresii de forma : 


f, y, z) =O sau f(z, y, z, t) = 0. (17.1.9) 


— Legăturile neolonome se caracterizează prin faptul că în expresia lor 
matematică apar componentele vitezei (£. y, z) şi accelerației (z, y, 2). Se 
disting : ; 

e legături olonome de speța întiia, în care apar numai componentele 
vitezei, astfel că au expresia : 


u a Za h a D eO (17.1.10) 


© legături olonome de speța a doua în care apar explicit și componentele 
accelerației, și au forma : 


ME ip m RU e 2 a y =A (17.1.11) 


O formă mai cuprinzătoare a expresiei legăturilor o constituie expresia 
matematică a legăturii denumită forma Pfaff : 


E-dr + n-dy + čedz + vedt =0; (17.1.12) 
în această formă, componentele vitezei figurează liniar și omogen, coefi- 
cienţii £, n, č, r fiind funcții de x, y, z şi t, iar dz, dy, dz reprezintă com- 
ponentele deplasării reale dF, iar dt timpul în care are loc această deplasare. 


Dacă în relația ce exprimă forma Pfaff + Æ 0, atunci legătura este reo- 
nomă, iar dacă t =0 atunci legătura este scleronomă. 

Dacă pentru expresia Pfaff nu se găseşte nici o combinație integrabilă, 
se spune că legătura este neolonomă. 

Legătura este olonomă dacă forma Pfaff poate îi adusă sub forma unei 
diferenţiale totale exacte sau dacă multiplicată cu un factor integrant de- 
vine o diferenţială totală exactă, adică poate fi adusă la forma : 


122 da + 22 ay ue 99 da Ly 17.1.13) 
a f 


care poate fi integrată și se obţine: 
pa, v, 2 0, (17.1.14) 
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Deplasări. Efectul de mișcare mecanică se reduce, în final, la deplasările 
punctelor materiale din care este constituit sistemul studiat. În desfășurarea 
mecanicii analitice se disting două feluri de deplasări : deplasări virtuale 
(închipuite) şi deplasări reale (posibile). 

— Deplasările reale sau posibile sînt în strictă conformitate cu legile dina- 
mice ale mişcării, adică ele apar atunci cînd sistemul care are la timpul 4, 
o anumită configuratie, evoluează și se tranformă pînă în momentul 
i, =i + at într-o altă configuraţie. 

În cazul punctului material liber, deplasarea elementară realizată în 
timpul elementar d! are componentele dz, dy, dz, arbitrare. În cazul punc- 
tului material supus la legături sau al sistemelor de puncte materiale, depla- 
sările trebuie să satisfacă anumite restricţii, deplasările posibile avînd 
componentele : 


dz, = Page + dt; 


âY k 3Y 
d A dga" +H dt; TAIS 
Yi aq" q at ( ) 


Z k GER . 
dz; = d Sl (Sl Pisa IND) 
: ôq! i al ( ) 


— Deplasări virtuale.. O deplasare virtuală presupune transpunerea unui 
sistem de puncte materiale dintr-o anumită configurație într-o altă confi- 
gurațic infinitezimal vecină, fără a ţine seama de timp. Punctele sistemului 
suferă o deplasare spontană independentă de timp. Pentru a deosebi de- 
plasarea virtuală de cea reală, se folosește, pentru cea virtuală, notația : 


BROTINN U SpE. EELO N E 
dr; = aT òq”; dy, SA ; dz, = F e (i eS o N). (71.16) 


În acest mod, aceste relaţii subordonează deplasării dx, òY, dz, virtuale 
efectuate în spaţiul euclidian, deplasarea 891, 3q5,..., 6q* efectuată în spa- 
ţiul figurativ Ry în mod univoc. 

Numărul de grade de libertate al unui sistem mecanic este numărul s de 
mișcări independente posibile ale sitemului. 

Teoremă. Pentru un sistem olonom, numărul minim al gradelor de li- 
bertate este egal cu, numărul coordonatelor generalizate independente. 

Se consideră un sistem de puncte materiale (£e Ya Zi), (i = 1...N) supus 
la m relaţii de legătură olonome exprimate prin relaţii de forma : 


Dhan Jo Ze D=0, (r= 1-2, m), 07117 


ce au deplasări reale date de relații de forma: 


20, 20 jO i | 
— da, ra 29 20 qi 20 tr 
zeta m ef ie dat al 0 (ral 2. m) (17.1.18) 


și deplasări virtuale de forma: 


ôD 20 ôD 
= dap = dur = E 
Jw, t 2, yu ar, dz 0 (17.1.19) 


223 


Aceste ecuaţii pot fì rezolvate şi se pot exprima m din variabilele i Iy Zi 
în funcţie de celelalte 3 N —m =n variabile distincte. Se presupune că 
este posibil să cuprindem aceste n variabile distincte în n parametri 
Qi, s.es q” considerați drept coordonate generalizate, exprimaţi prin 
relaţii de torma : 


a Retea, Q0 i 
Ye = lq", l); 
Basil (oit, 2... SNI) (17.1.20) 


În acest mod, problema studiului mişcării este rezolvată dacă se pot 
stabili şi integra n ecuaţii diferențiale de ordinul al doilea din care să se 
obţină cele q!...q”, în total n coordonate de forma : 


Ep SR e (e li) ta) (17.1.21) 


adică funcţii de timp și: de constantele ce rezultă din condiţiile particulare 
(de regulă cele iniţiale). Rezultă astfel că prin relaţiile (17.1.4) se deduc, 
cunoscind n parametri q, valorile a n coordonate v, y, z și apoi, folosind 
cele m relaţii de mobilitate olonome în funcţie de celelalte n variabile, se 
determină și cele 3N —n = m coordonate, astfel că se obține un sistem 
material perfect determinat. a 

Prin definiţie, prin numărul de grade de libertate ale unui sistem mecanic 
se înțelege numărul posibil de mişcări independente ale sistemului. 

În cazul sistemului olonom, numărul gradelor de libertate este tocmai 
cel al coordonatelor generalizate ale sistemului. În cazul sistemului neolonom 
se scade numărul de legături ncolonome impuse sistemului. 

În cele ce urmează se vor lua în considerare numai sisteme olonome. Dacă 
numărul de grade de libertate ale sistemului este n = 1, sistemul se denu- 
meşte cu legături complete. 


Relațiile de permutabilitate pentru deplasări. Se consideră un sistem 
olonom exprimat prin relații de forma : 
AEI CE CE C A n): 


Dacă se aplică acestui sistem o deplasare virtuală infinitezimală òq’, se 
obține : 

d = (+ AE =1,..., n). 

Această relaţie exprimă reprezentarea unei curbe învecinate şi apropiate 
de cea din care s-a plecat și constituie o traiectorie cinematic posibilă şi 
„compatibilă cu legăturile. Evident că la această variaţie a deplasărilor va 
corespunde și o variaţie a vitezelor generalizate : 

. . . dq” 
PS Ap e 
o q at 


Se poate remarca că se ajunge ușor la acelaşi rezultat dacă se derivează 
expresia deplasării virtuale infinitezimale, şi anume : 


(ap) =a |E 
dt (87) a(S) 
și observind că 3 nuldepinde de timp, rozultă : 
d(39) = (dg) (r =l 2...) (17.1.22) 
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Rezultă că se poate enunţa proprietatea după care pentru un sistem olo- 
nom variațiile d și 8 sînt permutabile între ele. Se menţionează că pentru 
sistemele neolonome această proprietate nu mai este valabilă. 


17.2. PRINCIPIUL LUI D'ALEMBERT 
(METODA CINETOSTATICĂ) 
FORȚE DE INERȚIE. 
CUPLU DE INERȚIE 


Pentru a enunţa principiul lui d'Alembert, este necesar ca în prealabil 
să se precizeze unele idei asupra noţiunii de forță de inerție. Dacă se con- 
sideră un punct material de masă m care se află într-o stare inerţială, adică 
de repaus sau de mișcare rectilinie uniformă, pentru a-i imprima o accele- 
raţie a este necesar ca un alt corp, pe care să-l numim agent extern, să * 
acţioneze asupra sa cu o forță F = m-â. Rezultă, în baza principiului acţiunii 
şi reacţiunii, că punctul material reacționează, la rîndul său, asupra agentului 
extern cu o forţă egală și de sens contrar, care poartă numele de forță de 
inerție : . 

F, — meă. 


Este deci, clar, că forța de inerție avyionează asupra agentului extern ca 
o forţă reală şi se exercită în consecinţă în legături. Dacă se consideră numai 
punctul material, rezultă că forţa de inerție nu acţionează asupra lui şi deci 
pentru punct nu reprezintă o forţă reală. : 

În cazul sistemelor de puncte materiale sau a unui rigid se observă că se 
obține un sistem de forțe de inerție. Prin reducerea acestui sistem de forțe 
de inerție în raport cu un punct se ajunge la un torsor al forțelor de inerție 
aplicat în punctul față de care se efectuează reducerea. Acest torsor este for- 
mat din rezultanta forțelor de ințiere F, şi din momentul rezultant al for- 
telor e inerție, denumit şi cuplul rezultant al forțelor de inerție M, 


F, = Fa = D(— men) ; 
Mi = DrX Fir = Xa X ( — mur): (17.2.1) 
Forța rezultantă se mai poate scrie şi sub forma : 


a h = Die = (o mud) = (— mp Fr) = Mãe, 


ĉe — fiind acceleraţia centrului maselor. 
Momentul rezultant al forţelor de inerție (cuplul de inerție) rezultă din 
| expresia : 
M, = ; Ps X (— mp'är) = — ) fe X m = — PeX Mada 


Se observă că forța de inerție rezultantă se calculează ca şi cum toată 
masa sistemului ar fi concentrată într-un punct, în centrul maselor, şi 
s-ar mișca cu accelerația acestui centru fără să intereseze cum se mişcă 
i întregul sistem de puncte, 


Se poate observa, de asemenea, că momentul rezultant al forțelor de inerție 


(cuplul de inerție) depinde de felul mișcării sistemului de puncte materiale 
| sau al rigidului, 
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15 — Mecanica și rezistența materialelor — cd, 104 


Principiul lui d'Alembert. În mecanica newtoniană, pentru a studia miş- 
carea unui punct material supus la legături se aplică axioma legăturilor și, 
ca atare, se introduc forţele de legătură alături de forţele active și se con- 
sideră punctul material liber. 

În mecanica analitică, d'Alembert arată că numai o parte din forţele 
active produc accelerația punctului, iar cealaltă parte se pierde din cauza 
legăturilor la care este supus punctul material. Partea care se pierde poartă 
numele de forță pierdută şi mai este denumită și vectorul lui d Alembert şi 


se notează cu O. Forţele pierdute şi forţele de legătură formează un sistem | 


în echilibru, adică: 
À Ier -} O i 0. 


SSE, =m-â+ Ô, | 


Se mai poate scrie că: 


sau © = JF, —m-ă, dar: 
= — mă =, 


PF + Pa IE, =0. z 
Principiul lui d Alembert poate`fi deci enunțat după cum urmează: suma 
forțelor active (date, direct aplicate) de legătură şi de inerție își fac un 
echilibru fictiv. Echilibrul este fictiv deoarece expresia matematică de mai 
sus se egalează cu zero. În realitate, punctul material se mişcă. 
În mod asemănător se poate reface raționamentul pentru un sistem de 
puncte materiale sau pentru un corp sau sistem de corpuri. În acest caz, 


se obțin expresiile: 
DEE DOE PDF = 05 
Mea + SO Me leg -= D =0. (17.2.2 


Pe baza principiului lui d'Alembert se poate stabili o metodă practică 
de rezolvare a aplicațiilor practice, care prezintă avantajul de a fi practică 
şi cu multă asemănare față de metodele de studiu din statică. 

Proiecțiile acestor ecuații vectoriale pe cele trei axe de referință formează 
un sistem de şase ecuaţii scalare. 

Pentru rezolvarea unei probleme prin această metodă se procedează după 
cum urmează : 

— se face o analiză cinematică stabilindu-se relaţiile cinematice între 
mișcările diferitelor elemente ale sistemului ; 

— se izolează fiecare corp în parte (ca în statică); 

— se introduc forțele de inerție și cuplurile: de inerție ; 

— se aplică forţele date și de legătură; 

— se aplică principiul lui d'Alembert scriind ecuaţiile de echilibru fictiv 
pentru corp, ținînd seama că asupra lui acţionează un sistem de forțe 
format din forţele active, forţele de legătură și forţele de inerție. Se obţine 


astfel un sistem de ecuaţii în care necunoscute sint acceleraţiile şi reac- 
țiunile dinamice, 


şi se obţine: 
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17.3. PRINCIPIUL DEPLASĂRILOR VIRTUALE 


Acest principiu poate fi enunțat în felul următor: lucrul mecanic ele- 
mentar al forţelor care solicită un sistem dinamic este nul pentru o depla- 
sare virtuală ; la rezolvarea problemelor practice cu acest principiu este ne- 
cesar să se scoată în evidenţă faptul că anumite forţe nu produc lucru 
mecanic. Astfel : 

a) reacţiunile unei suprafeţe, cind nu este frecare, nu dau lucru me- 
canic dacă deplasarea este compatibilă cu legătura, adică punctul material 
sau corpul rămîne mereu în contact cu suprafața de legătură; 

b) în cazul mișcării de rostogolire fără alunecare a unui corp, reacţiunea 
suprafeţei este de asemenea mereu normală pe deplasare, astfel că lucrul 
mecanic este nul; 

c) forţele de interacţiune dintre două particule nu dau lucru mecanic, 
deoarece distanţa între ele rămîne invariabilă. 

Expresia lucrului mecanic virtual este : 


SL = JF, i, = D Fabr, COS ay. (17.3.1, a) 


În cazul efectuării lucrului mecanic de către un cuplu, expresia lucrului 
mecanic virtual este : 5 


òL =) >M; 9, =Y (Mz 0z + M, 0, + M-80-). (17.3.1, b) 


17.3.1. FORȚA GENERALIZATĂ 


Dacă se derivează expresia lucrului mecanic virtual în raport cu depla- 
sarea virtuală, se obține : $ - 


sau 


Se observă că derivata lucrului mecanic virtual în raport cu parametrul 
ce reprezintă deplasarea are, în primul caz, caracterul unei forţe, iar în al 
doilea, are pe cel al unui moment. În mecanica analitică ele sînt cuprinse 
într-o singură denumire, și anume, cea de forță generalizată. 

În cazul utilizării coordonatelor generalizate, expresia lucrului mecanic 
virtual se scrie sub forma : 


BL = RT ee q”, D dq": (17.3.2) 


În această relație Q, (q", t) are caracterul unei componente a forței genera- 
lizate în spațiul configurației respective în care efectuează deplasarea vir- 
tuală 59, 

În cazul unui sistem aflat în echilibru static, pentru orice deplasări com- 
patibile cu legăturile sau incompatibile cu legăturile, dar în echilibru, suma 
lucrurilor mecanice elementare virtuale corespunzătoare forţelor în echilibru 
este nulă și se poate scrie: 


SL = J Far + DOM. =0 (17.3.3) 
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sau analitic : 


BL = DD(X-8 + Ydy + 2-82) + PO(Ma: 30; + 
ST M +90, sh M,:50,) =0, 


În cazul dinamic cînd sistemul se află în mișcare se poate considera că 
echilibrul este dinamic. 
Pornind de la teoremele generale, se poate scrie : 


mă = 2DE =, + fu, 
SIA SF o, = DDE, =0. 


În mod asemănător : 


2oMr, + RME +20, =0, 


sau 


unde : 


— J'e =>, reprezintă suma cuplurilor forțelor de inerție. 
Lucrul mecanic elementar virtual este : 


DOF, òr, SP DE u i, + Esi, =) F, òr 
+ Peon = DB — mä) dr = 0. (17.3.4) 


În concluzie, principiul lucrului mecanic virtual în cazul echilibrului di- 
namic, adică al unui sistem aflat în mișcare, se poate scrie sub forma 


èL =) (F, — m-ä)- S? = 0; 


în această relație intervin forțele active F, (sau forțe exterioare) şi forțele 
de inerție. În mod general se poate scrie : 


3L = (F, — m-å)-3F + Dir, — i): 5 = 0. (17.3.5) 
17.3.2. PRINCIPIUL VITEZELOR VIRTUALE 


Conform principiului lucrului mecanic virtual se poate scrie : 
òL = DOF SR = 0. 
Dacă se face ipoteza că toate deplasările se efectuează în acelaşi interval 
de timp At, atunci : 
di, = J At. 
Se poate scrie : 


n 
Fe = JF pde At = ASF, -0; =0. (17.3.6) 
Deoarece At 7 0, se obţine: 
DOF, = 0. 


Pentru rezolvarea aplicațiilor practice se consideră sistemul în mişcare 
compatibilă cu legăturile, imprimîndu-se o mişcare arbitrară unui element 


motor care antrenează întregul sistem şi se aplică relația dată de principiul 
deplasărilor virtuale, 
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17.3.3. PRINCIPIUL LUI TORRICELLI 


Acest principiu se aplică în cazul sistemelor acționate numai de greutăţile 
proprii şi cu legături fără frecare, | 

Dacă se alege un sistem de referință Oxyz cu axa 0z verticală și se aplică 
principiul deplasărilor virtuale, se obține a relaţie de forma: 


òL = (X-da + Y-0y + Z:32) = g)om-5z =0. (17.3.7) 
Folosind expresia momentului static se poate scrie: 
SL = go m-èz = g-M-òz =0, sau z, =0, (17.3.8) 


Aceasta se poate exprima astfel: în cazul echilibrului unui sistem, cen- 
trul de greutate al acestuia ocupă o poziţie extremă (cea mai de sus în 
cazul echilibrului instabil și cea mai de jos în cazul echilibrului stabil). Dacă 
cota centrului de greutate este o constantă, echilibrul este indiferent. 


17.4. ECUAȚIILE LUI LAGRANGE 


Se consideră mișcarea unui sistem de n puncte materiale cu h grade de 
libertate. Aceasta înseamnă că configuraţia generală a sistemului este de- 
terminată la un moment dat de h coordonate generalizate Cho Gip ocolite 
Se consideră, de asemenea, cazul legăturii reonome și olonome, ceea ce im- 
plică faptul că qu qz...» q, sînt independente. Poziţia unui punct s al 
sistemului este dată de vectorul de poziţie : 


Îs = 1, (qi, qoae) Ir» tî), 


unde : 
CESEN): (17.4.1) 
Deplasarea virtuală a acestui punct (considerînd t ="const.) este : 
h 
Sre e eag E E pay E ) i (UAZ) 
2q 00» ĉan e ôq x 


Expresia vitezei se obține derivînd vectorul de poziție 7, în raport cu 
timpul, prin intermediul coordonatelor generalizate, astfel că se obține: 


9 ar, * Ci 9 Ts e» ôr 
D. = Ï., = =n = ... BEER 20 VEAD b 
ze za ôqı ta ia ôs t+ ĉdn de at ( ) 


Din combinarea principiul lui d'Alembert cu principiul deplasărilor vir- 
tuale a rezultat expresia : 


n 
SE, = masă) di, 310; 
s=1 


Introducînd expresia deplasărilor virtuale 37, de mai sus, se obţine: 


n h = 
DE, — Me DT De dq =0. (17.4.3) 
- da 
s= = 
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Dacă se dă factor comun dq, se poate inversa ordinea de însumare Şi se 


poate scrie: 


are 0. 


09 


YA ) (E, — mscă,) 
í k=1 sal 


Această expresie se poate scrie desfăşurat astfel : 


n n $ 
(Es — mā) = Sq + ) (Fe — mā) dq + 
cn la 
s=i s=i 
n - 
A RACI 
+ ) (È: — mă) 09, = 
s=l Aa 


(17.4.4) 


În această expresie Q Qx..-» Qa Sînt diferite de zero şi independente 
între ele. Se deduce că este necesar şi suficient ca, coeficienţii (parantezele) 


să fie egali cu zero. Rezultă un sistem de k ecuații. de forma: 


n 

) (F; — masă) ae 0, unde (k =1, 3... h). 
k 

s=1 


Această relație poate îi scrisă şi sub forma : 


n n 
) mă, dee => ` F, -= (unde k=1...h). 
29: 29: 
s=1 s=1 
Partea din dreapta egalităţii de mai sus reprezintă tocmai forţa g 
zată Q; ŞI = 
Sa 
Q= ESSR 
29: 


Se poate scrie, ca urmare: 


n 
` mată, s — Q unde (k= 1, 2, h): 
29: 


s=1 


(17.4.5) 


(17.4.6) 


anerali- 


Aceste ecuații sînt cunoscute sub numele de ecuațiile lui Lagrange de 


speța I. 
Partea din stînga se poate transforma convenabil, după cum urmează: 
P_n 7 n A 
må, Že =N `m i. SE (ma, E) — 
Aly ôq dt at ör 
E s= s= sal 


ID; 


Această relaţie se poate transforma dacă se observă că: 


OF, _ W 


ôr ôl y 


Li 


deoarece Qy și du sint independente” între ele, 
De asemenea, se poate observa că: 


(2) - de 
al | êg ôq y 


Folosind aceste observații, se obține : 


n 
d ô | vs) S) | vi 
= — mg —— | — m, — |—]| = 
d dq 2) > dq L2 
s=1 
Me D? mM, v? 
o pa -na 


Ținind seama de expresia energiei cinetice : 


n 
pa Seini, 
z3 
s= 


E (unde: kE A h) (17.4.8) 


Se obține : 


JE SS 
at 3 20; 09» 


Acest sistem format din h ecualii diferențiale sînt cunoscute sub numele 
de ecuatiile lui Lagrange de spela a T-a. 

Un caz deosebit de interesant apare dacă forţa generalizată Q, derivă 
dintr-o funcţie de forţa U dată de o expresie de forma: 


U == U (qi, Qose es (n l). (17.4.9) 
O astfel de funcție se numește şi pseudofuncție de forță: 
De (17.4.10) 
r È Ofk 


Forța generalizată se numește, în acest caz, conservativă. Ecuațiile lui 
i Lagrange se pot scrie: 


z2) E E U nde keel a h), 


at | 29, da, dar 
sau : 
t d “JE 
— |] —-— (E U) = 0. FTA. 
me a EU) (17.411) 
Se notează E + U = L şi se numește funcția obținută drept funcţia lui 
i Lagrange sau potențial cinetic. 


Energia cinetică este de forma : 


E=E (M (lase amo Mw d dar. nb), 
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iar_ funcţia de forța U este d: forma: 


U = U (quee, ans l). 


Rezultă că funcția lui Lagrange depinde de coordonatele generalizate qp, 
de vitezele genera'izate 0y şi de timpul t; 


L =L (q... eqr du d to 
Se owservă că: 


Ola ERE 
gs ôk 
astfel că ecuațiile lui Lagrange devin : 
Aa ORRA 2, n). (17.4.12) 
l (2qk 09 


Ecuațiile lui Lagrange reprezintă un sistem de h ecuaţii diferenţiale de 
ordinul II în raport cu funcţiile q, (coordonatele generalizate) şi prin re- 
zolvarea acestui sistem de ecuaţii se ajunge la soluţii unice avîndu-se în 
vedere condiţiile particulare (iniţiale) referitoare la poziţiile (qx) şi vitezele 


(q.)- 


17.5. ECUAȚIILE LUI HAMILTON. 
IMPULS GENERALIZAT 


Pentru stabilirea ecuaţiilor lui Lagrange a fost necesară introducerea no- 
țiunilor de coordonate generalizate, viteze generalizate şi forță generalizată. 
În categoria coordonatelor generalizate intră coordonatele unui punct în 
spaţiu măsurate în unităţi de lungime, la rînd cu unghiuri măsurate în 
radiani. 

În categoria vitezelor generalizate sînt puse pe aceeași treaptă vitezele 
liniare, măsurate în metri pe secundă, cu vitezele unghiulare măsurate în 
radiani pe secundă. 

În mod asemănător, în categoria forțelor generalizate sint considerate 
cu același tratament atît forţele propriu-zise măsurate în Newtoni, cît şi 
momentele cuplurilor măsurate în Newton: metru. 

Ecuațiile măsurării analitice au condus la încă o noțiune importantă de 
acest gen, şi anume la noţiunea de impuls generalizat. 

Pornind d» la ecuaţiile lui Lagrange, în cazul în care există o funcţie de 
forţă : 


miles) = IE 0, (unde k=1,2, 3...,h) 


at Laz, ] a 
funcţia lui Lagrange este de forma : 
L =L (lo deea qo dusese dm d, (17.5.1) 


şi este definită de relația; L=E+U, care arată că este o funcţie de 
potenţial cinetic, 
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Dacă: 


se poate obţine uşor o integrală primă; ecuaţia lui Lagrange devine: 


L 

og | ar) =0 
d! ôl k 

şi se obține integrala primă : 

ôL 

da 

Se obţine aşadar o mărime fizică ce se conservă: 


= C = constantă. (17.5.1, b) 


| P; Ca (17.5.2) 


Semnificaţia acestei mărimi fizice este deosebit de interesantă. Pentru a 
scoate în evidență această semnificaţie fizică este convenabil a se lua în 
considerare, în coordonate polare, mișcarea unui punct în plan. În acest 
caz, expresia vitezei este: 


| D= p + mr-b, 
! iar mărimea vitezei este 


[o] EV + race, (17.5.3) 


Energia cinetică a punctului este dată de expresia : 
B= Zm (F? + r2.02). (17.5.4) 


Se observă că, în acest caz, coordonatele generalizate sînt r şi 0, iar: funcţia 
lui Lagrange este : 


T = m (r? + 7-02) + U(r, 0, £). (17.5.5) 
Luînd în considerare mărimea arătată, se obţine : 
ðL A ôL A 
pP = — = . P = —— = ep2. E 
ia m'r Şi Pg: loa 0 (17.5.6) 
i Prima expresie P, = m'r este impulsul punctului, iar a doua P} = m-r2.6 
y este momentul cinetic în raport cu originea 0. 
Mărimea : 
j Jan — Saua 


Ci 


poartă numele de impuls generalizat și poate fi un impuls, un moment 
cinetic sau o mărime mai generală fără a se face o distincţie între ele. 
Ecuațiile : 


proti 
de 
se mai pot pune și sub forma: 
4 pi 0 E: urz 
7 Fonta Ar (unde: k=1, 2... h), (17.5.7) 


şi reprezintă un sistem de h ecuaţii diferenţiale de ordinul doi. 


233 


Integrala onoryloi, Punoţia lui Hamilton: În colo de mat sus s-a considerat 
cazul particular în caro impulsul gonoralixat so conservă, Ca şi în mocanloa 
nowtoniană so poate arăta că şi în mocanloa analitică, enorgla elnetică sa 
conservă, 

Pornind de la couaţiilo lui Lagrange: 


mien -n KLI =a () (undo: Mami, 3, dh), 
dU de 


şi înmulțind respectiv ou du dus Şi adunind, se obține: 
S 1 fol A ði 
TES se) SNN Pat SS) (17.5.8) 
T taa 
So observă où în baza relației do dorivaro a unui produs (uo) = up -} 
J- vru se poate serio : 


h h h 
VA d N ` L N L i pim 
OR sal = AL (05) =a ALR (n (17.5.9) 
at (oa di du | Olr 


ta 


de unde rezultă: 


h h h 
| LT Aaa ù) - Mi a (17:85.10) 
dt elr =n? da dr 


Funcţia L a lui Lagrange de forma : 
LO a AN i) 


depinde de coordonatele gencralizate, do vitezele generalizate şi do timpul £ 
Derivata totală a acestei luneţii în raport cu timpul esto: 


h h 
A aL IL 3 d 9L 
AL OLD OI 0 17.5.11 
\ a di Da OLTA gas) 


Rezultă că relația (17.5.10) se mai poate scrie sub forma : 


d DR aL aL 
aus DIN OMI i se 0 
Ta oa Ea } 


di ( êl 
dar: ; 
LS (17.5.12) 
da 
astfel că se mai poate serie: 
h 
a E EREA E 513 
s Pa i L) pA mo, (17.5.13) 
Dacă a = 0, relaţia (17.5.18) dovine : 
h 


£ (32 Pitt n) NA (17.5.14) 


kz 


sa SE 


şi rezultă : 


n 
Bo Parir — L m H CH, (17.5.15) 
kas d 


Funcţia H este o integrală primă si este egală cu o constantă, Această 
funcţie poartă numele de funcția lui Iarmillon. 

În cazul legăturilor scleronome, funcţia lui Hamilton reprezintă energia 
mecanică totală a sistemului. 

În cazul legăturilor scleronome, energia cinetică este o formă pătratică 
în viteze generalizate q,. Se poate observa că: 


LA 218) DU Jo 
iD e ô ó 0 DE 


E epeen "Pr —— cm 


00 y 204 ôl y ly i 


(17.5,10) 
deoarece : 


fiindcă U nu depinde de vitezele generalizate lr 
Reluind relațiile (17.5.12) şi (17.5.15), se poåte scrie: 


h h 
X Pei- A Ei oa (17.5.17) 
ôq r 
k=1 k=1 
de unde rezultă o altă formă a expresiei (17.5.15) funcţiei lui Hamilton , 
H = 2E — L = 2E — (EHU) =E —U =E +4 V =C", (17.5.18) 


Rezultă că funcția H a lui Hamilton este egală cu o constantă și 
este egală cu suma dintre energia cinetică şi energia potențială, adică energia 
mecanică totală a sistemului de puncte materiale. 

Ecuațiile canonice ale lui Hamilton. Ecuațiile lui Lagrange constituie un 
sistem de h ecuaţii diferenţiale de ordinul II care reprezintă mişcarea unui 
sistem de n puncte materiale supuse unor legături olonome și reonome cu h 
grade de libertate. 

Deoarece uneori rezolvarea unui astfel de sistem de ecuaţii diferențiale 
reprezintă dificultăţi, Hamilton a imaginat un procedeu de reducere a or- 
dinului acestor ecuaţii diferenţiale, adică de formare a unui sistem echi- 
valent de 2 h ecuaţii diferenţiale de ordinul I care, evident, este mult mai 
uşor de rezolvat. 


Pornind de la expresiile definite pentru impulsurile generalizate : 


Py = ca (unde k= 1, 2,5. h) 
ôl k 

care reprezintă un sistem de h ecuaţii diferențiale în variabilele Pr şi ĝm 
şi introducîndu-le în ecuaţiile lui Lagrange, se obține : 


dP, aL i 
F TA = 0 (unde k =1, 2,..., h). (17.5.19) 


3 


Rezultă un sistem de 2h ecuaţii diferențiale de ordinul întîi dat de relațiile : 
ôL i ðL 
Pr = P, =— (unde k =1, 2... h). D 
alia Prr ( ) (17.5.20) 
În realitate și acest sistem de 2h ecuații diferențiale de ordinul I prezintă 


dificultăţi de rezolvare, Hamilton a imaginat un mod de a obține un sistem 
mai simplu de ecuații diferenţiale cunoscute sub numele de ecuațiile canonice 
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ale lui Hamilton. Pentru aceasta, în funcţia lui Hamilton a înlocuit vitezele 
generalizate (4, d..., d») în funcţie de coordonatele generalizate (q, 
q2»: -:> Qa), de impulsurile generalizate (P, P2,..., Pa) şi de timpul £. 

n acest mod funcția lui Hamilton devine o funcţie de coordonate 
generalizate și de timpul £. În acest scop se rezolvă sistemul: 


12 20 (unde k=l, 2... h) 
dq 
şi se deduce: 
de = tllt- - -r Pi.. Pro b). (17.5.21) 
Ecuațiile canonice ale lui Hamilton sînt de două tipuri : 


Primul tip de ecuații canonice se obține derivînd parțial funcția H în ra- 
port en cîte unul din impulsurile generalizate P,. Se obţine: 


h 
ôH 8 o s i 
e aj ali, = oacfiis Uhocolto DIE 
ZP, | Pre — (quo coctis (ao = e dn )] 
K-I 
h 


EZI 
Se observu că: 
h 
dq _ ôL ôr 
Pe 3P, D dd, ôP, 
=i IEZI 
şi se obţine: 
E = d (unde i =1, 2,..., h). (17.5.22) 
Gl 


Al doilea tip de ecuaţii diferenţiale se poate obţine derivînd parţial funcția H 
în raport cu una din coordonatele generalizate q: 


3H ; i : 
adi Pre — L(Qo-- 3 mo Gia dm Î) = 
=1 
h > h o 
> dis L SNL in, | 
KE 0q, Oh dă, ôq; |. 
k=1 k= 
Se observă că: 
ôL 
de i 
şi deci: 
h } h 
2 ôL 29 LN 
Z ôli dq u 
(= k= 
Astfel că se obține al doilea tip de ecuații : să 
a = —P, (unde a i [ip ian h). (17.5.23) 
Li 
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Pentru obţinerea celor două tipuri de ecuaţii s-a considerat că variabilele 
P, şi qx sînt independente, iar q, este o funcţie de forma: 
de = de (Quo Pieces Pr d). 
Ecuațiile canonice ale lui Hamilton formează un sistem de 2h ecuaţii 
diferenţiale de ordinul 1 cu 2h variabile ce se pot scrie concentrat sub 
forma : 


AH 20 SH, 
paiete e qi; — 


= —P, 17.5.24 

ôP, ôli f ( ) 

În acest sistem de ecuații derivatele P, şi d, apar ca funcţii explicite 
Gl deo pla (ho o oih ȘI li 


Spaţiul eontiguraţiilor şi spaţiul fazelor. Noţiunile introduse în mecanica 
analitică permit efectuarea unor reprezentări a configurației sistemului din 
spaţiul euclidian cu trei dimensiuni la determinarea poziţiei unui punct 
figurativ P în spaţiul coordonatelor generalizate q, cu h dimensiuni, denumit 
spaţiul figurativ sau spaţiul configuraţiilor. În acest mod, mişcarea sistemului 
format din puncte materiale în spaţiul euclidian 4 este reprezentată de 
mişcarea punctului fictiv P în spaţiul configuraţiilor. 

În acest spaţiu, poziţia punctului fictiv P ne dă o informaţie despre 
configuraţia sistemului de puncte materiale la un moment dat, dar nu şi 
despre mișcarea sistemului. 

Folosind variabilele p,,..., Prs (p... qn» se poate lua în considerare 
un alt spaţiu tot cu 2h dimensiuni care poartă numele de spaţiul fazelor. 
Coordonatele p şi qy se numesc coordonate canonice şi pot fi considerate 
drept coordonatele unui punct într-un spaţiu cu 2 h dimensiuni. 

Cu ajutorul coordonatelor canonice Px Şi qx se determină starea dinamică 
a sistemului. 

Prin aceste reprezentări se obține o imagine a legăturii dintre poziţia 
punctului şi impulsul său (care în cazul punctului de masă constantă repre- 
zintă la scară chiar viteza punctului). 

În cazul sistemelor cu un Singur grad de libertate se obţine un plan al 
fazelor de coordonate q şi p. 

Acest plan al fazelor este folosit în mod deosebit la studiul anumitor pro- 
bleme de vibrații, stabilitate, permițînd obținerea unor concluzii clare asupra 
mişcării. 


APLICAȚIA 1 
Se consideră sistemul de corpuri din figura 17.1, cu elementele geometrice 

date. Să se studieze mișcarea și să se determine reacțiunile dinamice. 
Rezolvare 


Se izolează corpurile ; se figurează forţele date, de legătură și elementele 
corespunzătoare de inerție. 

Se observă că discul de greutate P are o mişcare de transport de trans- 
laţie (a) în sus și totodată o mişcare relativă plan-paralelă, în jos (am sa) 

Aplicînd principiul lui d'Alembert rezultă : So 


Corpul (1) PE Y, = 0) 2 — za T= 0, 


(Mu =0) H TR Gaa Ta R jem h's, = 0, 
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Fig. 17.1 
Corpul (2) OX: = 0); H, = 0; 
Ore 0) Vp op 30 
Corpul (3 | Y,=0); 7 E, SE Se Da SS 
p o Di, apa d 


(Su, =0); Ta Š — Late, =) 


Se adaugă relaţiile de legătură cinematică : 


0 
0 


À R 
a = Rei ȘI Ceai 
Rezolvînd sistemul de ecuaţii, se obţine : 


g 5 4 31 8 
A e e e PH SO pa 
1? 1 11 > 2 11 E) 0 > 0 11 E) r 1 g 


APLICAȚIA 2 

Să se determine, cu ajutorul principiului lucrului mecanic virtual, mărimea 
tensiunii din firul BD, pentru echilibrul sistemului de bare (fig. 17.2). 

Rezolvare 


Se desface legătura prin- fir, constatînd că participă la lucrul mecanic 
doar tensiunea din B şi greutatea G din C. 

Se va lucra cu axe pe direcțiile respec- 
tivelor forțe, deci Dy pentru G şi Ds pentru 
T. Ecuația de lucru mecanic virtual va fi: 


AL ee = a =0; 


Yo = — sin 0; dye = 2 «cos 0-50; 


SEON sari 3 8. 
Pi A Sp = 2l-sin—: Ssp = lcos = 30. 
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Substituind în ecuaţie valorile găsite, se obţine: 
G- cos 0:30 — T.l-cos= -30 = 0. 


Cum 80 3 0, rezultă că: 


T= G cos 0 5 


2 cos ui 
2 


APLICAȚIA 3 


Să se studieze mişcarea sistemului din figura 17.3, în care sînt specificate 
elementele mecanice şi geometrice respective, cu principiul lucrului mecanic 
virtual. 

Rezolvare 


Pe lîngă foțele și cuplurile date şi de legătură, se aplică elementele de 
inerție corespunzătoare mișcărilor corpurilor. 
Se aplică principiul lucrului mecanic virtual sub forma : 


ÎL = M+302 — Io-ea:80 n e — L-eu:30, — M,-38, — 
g. à z> 
— Qr —L aðr = 0. 
g 
Forța de frecare F; su:N nu dă lucru mecanic fiind aplicată în centrul 
instantaneu de rotaţie. 


Relaţiile de legătură între variabile sînt date în funcţie de a: 


Ss 3 
a i pia Cosa pei a aaa Sep: 


òx 1 3 
de =— ; 90, =— ôT; = — 87. 
T : E òx; 90, IR òx 


Astfel, lucrul mecanic virtual devine : 


SL = [ee p i Pa Sere tP i 0) Jès =o. 


4 R 16 IRS 4 g 16r? 4r_ 


Mp > SN 
Fig. 17.3 
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APLICAȚIA 4 


Se dă sistemul din figura 17.4. Se cer 
acceleraţiile greutăților 2m-g şi m'g de 
la scripetele mobil. 


Rezolvare 


Sistemul are două grade de libertate; 
se vor alege două coordonate generalizate 
UŞI şi 2, ultima fiind coordonată relativă. 


"Energia c cinetică a sistemului este : 
IT = 
E ORI apare (a i 


EANG t a) ima, it + 


1 m-R2 2 
maig H> EE (2). 
Fig. 17.4 bF a 2 E 


Grupînd termenii, rezultă : 


13 
Bo mai e m-t? F M-T To 


Pentru calculul termenului Q, se folosește formula Q, -2 . 
5 Tr 
Astfel : 
Le  (2m-g+m-g+m-g —2m-9)8z, 
Qi aie Za, = 2 mg; 
ôLz, (2m:9—m:9)8z, 

= = m-g. 

Q., GER òr, I 


Ecuațiile Lagrange sînt: 


13 
mea, + mta = 2 m: 0; 


mt, +o Mda = meg. 


Rezolvind sistemul se obține : 


LL) . 


8 6 
T=— e Ta = — /), 
a r C ta Melo) 


Partea a IV-a 


REZISTENȚA MATERIALELOR 


18. 


IPOTEZE $I CONCEPTE FUNDAMENTALE 
ALE REZISTENȚEI MATERIALELOR 


18.1. MODELAREA CORPURILOR DEFORMABILE 


Materialele utilizate în practica inginerească sînt deformabile. Sub acţiunea 
sarcinilor exterioare, particulele care le compun își modifică poziţia relativă, 
ceea ce duce la modificarea formei şi dimensiunilor pieselor şi structurilor. 


Rezistenţa materialelor urmăreşte stabilirea unor relații între sarcinile ex- 
terioare aplicate corpurilor reale deformabile, pe de o parte, și eforturile 
interioare și deformaţiile produse de acestea, pe de altă parte. Pe baza 
acestor relaţii, se poate face dimensionarea organelor de mașini și a elemen- 
telor de construcţii, astfel încît să reziste în bune condiţii sarcinilor la care 

„sînt supuse în timpul funcţionării. 

În rezolvarea problemelor, structura reală este înlocuită printr-un model 
mecanic simplificat. În acest scop, se adoptă ipoteze simplificatoare privind : 
1) caracterul şi distribuţia sarcinilor aplicate ; 2) forma şi dimensiunile ele- 
mentelor componente ; 3) proprietăţile fizico-mecanice ale materialelor. 

Clasificarea sarcinilor. Sarcinile exterioare aplicate corpurilor sînt re- 
zultatul interacțiunii mecanice sau al acţiunii unor cîmpuri (magnetic, gra- 
vitaţional etc.). Se disting : 

— forțe concentrate (P în fig. 18.1), care se măsoară în unităţi de forță 
(N, daN); 

— sarcini distribuite pe un element liniar (q în fig. 18.1), care se măsoară 


N daN . E T AFELA RSA x A 
mn- sau = şi sarcini distribuite pe o suprafaţă (p în fig. 18.1), care se 


ă ă Axe A N 
măsoară în unităţi] de presiune ( Pa, =X, daN a); 
mê 


cm? mm? 

Sarcinile distribuite pot fi: 1) uniform distribuite (q = const.) — ca în 
cazul greutății proprii a unei bare sau fir omogen, de secțiune constantă, 
2) distribuite după o lege liniară — ca în cazul presiunii hidrostatice pe un 
perete vertical și 3) sarcini distribuite după o lege oarecare, ca presiunea 
vîntului pe o structură etc, 
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16 — Mecanica și rezistența materialelor — cd, 164 


Fig. 18.1 Fig. 18.2 


În funcţie de locul de aplicare, se deosebesc: 


— Sarcini de suprafață, aplicate la suprafaţa corpului, care rezultă de 
obicei din interacţiunea mecanică între corpuri ; 


— forțe masice (de volum), aplicate în toată masa corpului, care rezultă 
din acţiunea unui cîmp (gravitațional, magnetic, centrifugal etc.). 


În funcţie de modul de variaţie în timp, se pot considera: 


— forte aplicate stalic, a căror intensitate crește monoton, de la zero la 
valoarea nominală, într-un timp foarte lung, pe măsura deformării corpului, 
rămâînind apoi constante ; 


— forțe aplicate dinamic, care ating valoarea nominală într-un timp relativ 
scurt, comparabil cu perioada proprie de oscilație a elementului sau struc- 
turii solicitate. 


Sehematizarea corpurilor. În funcţie de forma și caracteristicile geome- 
trice, în rezistenţa materialelor se studiază următoarele tipuri de corpuri : 

1. Barele şi firele, la care o dimensiune — lungimea — este predominantă 
în raport cu celelalte două. O bară este generată prin deplasarea unei supra- 
fețe plane, de secţiune constantă sau variabilă, în lungul unei curbe (fig. 18.2), 
astfel încît normala la suprafață, în centrul ei de greutate, să rămînă mereu 
tangentă la curbă. 

Axa barei este linia care unește centrele de greutate ale secţiunilor trans- 
versale. Secţiunea transversală este perpendiculară pe axa barei. Barele pot 
fi drepte sau curbe, de secţiune constantă sau variabilă. 

Firele au aceleaşi caracteristici geometrice, dar sint flexibile, adică nu au 
rigiditate la încovoiere. 


2. Plăcile, la care o dimensiune — grosimea — este mult mai mică în 
raport cu celelalte două. Elementele geometrice caracteristice ale plăcilor 
sînt suprafața mediană (plană sau curbă) şi grosimea — măsurată pe o 


normală la suprafaţa mediană. 
3. Corpurile masive, la care cele trei dimensiuni au același ordin de mărime 
(de exemplu, blocurile de fundaţie, bilele și rolele rulmenţilor). 


Ipoteze privind proprietăţile materialelor. În vederea simplificării relațiilor 
de calcul, în rezistența materialelor se adoptă următoarele ipoteze privind 
proprietăţile materialelor : 

1. Ipoteza mediului continuu, prin care se admite că tot volumul unui 
corp este ocupat de substanţă. | 

2. Ipoteza mediului omogen, în baza căreia proprietăţile fizice (de exemplu, 
densitatea de masă) se consideră constante în orice punct al unui corp. 
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3. Ipoteza mediului izolrop, potrivit căreia în orice punct al corpului pro- 
prietăţile mecanice nu depind de direcţie (în particular, de direcția de apli- 
care a solicitării). 

4. Ipoteza mediului elastic. Sub acţiunea solicitării exterioare u 
elastic se deformează instantaneu, iar la îndepărtarea sarcinii revine 
taneu la dimensiunile iniţiale. De asemenea, acţiunea unei forţe într-un 
punct oarecare se transmite instantaneu în tot corpul. 


n corp 
instan- 


Alte ipoteze ale rezistenţei materialelor. În afara celor patru ipoteze men- 
ționate mai sus, privind continuitatea, omogenitatea, izolropia şi elasticitatea 
materialelor, în rezistența materialelor se admit și următoarele simplificări : 

5. Ipoteza liniarilăţii relaţiilor cauză-efect. În particular, se admit relaţii 
liniare între forțe şi deformaţii. La sisteme liniare se poate aplica principiul 
suprapunerii efectelor. Ca urmare, ordinea aplicării sarcinilor exterioare nu 
influențează starea finală a sistemului. 


6. Ipoteza micilor deformaţii conform căreia se consideră că deformațţiile 
corpurilor elastice sînt mici în comparaţie cu dimensiunile acestora. Prin 
această ipoteză se exclud neliniarităţile geometrice, adică cele determinate 
de forma organelor de mașini, precum şi neliniaritățile fizice, menţinînd soli- 
citările la valori reduse, la care relaţiile între eforturi şi deformaţii sînt 
liniare. Se consideră că deformaţiile mici ale corpurilor nu afectează acţiunea 
forţelor şi sînt neglijabile în calculul solicitărilor. Ca urmare, la calculul 
reacţiunilor din reazeme, se consideră corpurile nedeformate, aplicînd ecua- 
tile de echilibru din statică, la fel ca la corpurile rigide. 


7. Principiul lui Saint-Venant. Dacă asupra unui corp elastic acţionează 
două sisteme de sarcini exterioare, echivalente din punct de vedere static, 


atunci la distanță mare de zona de aplicare a acestora efectul lor este 
acelaşi. 


De exemplu, sarcina distribuită q și forța P din figura 18.3, echivalente 


din punct de vedere static, produc local efecte diferite, dar la distanță, 
de exemplu în încastrare, efectul lor este acelaşi. 


8. Ipoteza secțiunii plane (Ipoteza lui Bernoulli). O secţiune plană şi per- 
pendiculară pe axa unei bare nesolicitate, rămîne plană şi perpendiculară 
pe axa barei şi după aplicarea sarcinilor exterioare. : 

De exemplu, secțiunea B—B, perpendiculară pe axa nedeformată a barei 
din figura 18.4, a, rămîne plană şi perpendiculară pe axa deformată a barei 
(fig. 18.4, b) şi după aplicarea forţei P. 


Primele şapte ipoteze sînt comune rezistenţei materialelor Şi teoriei elas- 
ticităţii. Ipoteza lui Bernoulli este specifică rezistenţei materialelor. 


Fig, 18.3 
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18.2. EFORTURI ÎN BARE 


Fie o bară elastică, în echilibru sub acțiunea sarcinilor exterioare 
Pisa, eP] şi a reacțiunilor din reazeme Ru R, R, (fig. 18.5, d), Se 
pune problema evaluării forțelor interioare care acționează într-o secțiune 
oarecare B—B. Pentru aceasta se aplică metoda secțiunilor : se secționează 
bara (imaginar) prin planul B—B, se separă cele două părți, se transformă 
forţele interioare din secţiunea B—B în forţe exterioare şi se scriu condițiile 
de echilibru static pentru fiecare parte de bară. 

Forţele din secțiune ce acționează asupra părţii din dreapta se reduc în 
centrul de greutate al feţei drepte a secţiunii, la un torsor format din forța 
rezultantă (2? şi cuplul rezultant, de moment M? (fig. 18.5, b). Acestea 
reprezintă acțiunea părţii din stînga a barei, asupra celei din dreapta. 

Se notează (22, G G componentele rezultantei forțelor p? şi cu 
M2, AD, MP componentele momentului rezultant y? în raport cu tri- 
edrul Ozyz*, avînd originea în centrul de greutate al secțiunii, axa Oz ca 
axă longitudinală a barei, iar axele Oy şi Oz situate în planul secțiunii 
transversale a barei (fig. 18.5, c). 

Conform principiului acțiunii şi reacţiunii, în centrul de greutate al supra- 
feţei secțiunii părţii din stînga a barei acţionează forța B*(75, RS, R3) 
şi momentul /5(/4/5, MS, MÌ), egale şi de sens contrar cu cele ce actio- 
nează asupra părţii din dreapta. 


[lo 
i 


Fig. 18.5 


EA ONT 
* În partea de rezistența materialelor a lucrării sẹ va folosi sistemul de referinţă tri- 
ortogonal sting, 
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Cele șase ecuaţii scalare de echilibru static al 
părţii din stinga a barei se scriu sub forma: 


EXS + RË =0; XIM} + M5=0; 


EYSH 45 =0; EMS + M5=0; (18.1) Da e e 2 
IZS + Ri =0; EM? + M5=0. E Z 
Conform principiului acțiunii și reacţiunii se 
poate scrie : 
Rr = — Ra; Mz = — Ma; 
RI= —Q&ş; EE (820) 


N Mi 
D SS. D S OZ 
E Ciao ai ie AAAA 


Din relațiile (18.1) şi (18.2) rezultă : 


QR=EX5S =N; M?—-EM;—-M:; pi a t 


R? = DZS = (ase = XM = Mi. Fig. 18.6 


|T 
A.: 
T 


Componenta pe axa Oz a rezultantei forțelor interioare se numeşte forță 
axială şi se notează N. Ea este egală cu suma proiecțiilor pe axa Ox a for- 
telor exterioare care acționează asupra părții din bară situate în stînga 
secțiunii (sau a celor situate în dreapta secțiunii, cu semn schimbat). Forța 
axială N produce întinderea sau comprimarea barei (fig. 18.6, a și b). 

Componenta pe axa Oy a rezultantei R? se numește forță tăietoare şi se 
notează T,. Ea este egală cu suma projecțiilor pe axa Oy a forțelor ce 
acționează asupra părții de bară situate la stînga secțiunii (sau a celor 
din dreapta, cu semn schimbat). La fel pentru componenta 22 = T,. For- 
tele tăietoare produc forfecare (tăiere) (fig. 18.6, c). 


Componenta pe axa Oz a cuplului M? se numeşte moment de torsiune şi 
se notează M,. Ea este egală cu suma momentelor forțelor şi a cuplurilor 
ce acționează asupra părții din stînga a barei, calculate în raport cu axa Oz 
(sau a celor din dreapta, cu semn schimbat). Momentul M, produce răsucirea 
barei (fig. 18.6, d). 

Componenta pe axa Oy a cuplului M? se numeşte moment încovoietor şi 
se notează M, (La fel M? = Mu). Ea este egală cu suma momentelor 
forțelor și a cuplurilor ce acționează asupra părții din stînga a barei, calculate 
în raport cu axa Oy (respectiv 0z). Momentele MB şi M?, notate în gene- 
ral M,, produc îndoirea (încovoierea) barei (fig. 18.6, e). 

Rezultă că, utilizînd metoda secțiunilor, se pun în evidenţă componentele 
torsorului de reducere a forţelor interioare în centrul de greutate al secțiunii 
transversale, denumite generic eforturi. 

Relaţiile (18.3) exprimă dependenţa eforturilor secţionale de sarcinile ex- 
terioare aplicate barei. 

În rezistența materialelor se calculează variaţia eforturilor în lungul axei 
barelor și se reprezintă grafic sub forma unor diagrame de eforturi. La bare 


de secțiune constantă, acestea permit stabilirea secțiunii periculoase, adică 
a secţiunii în care solicitarea este maximă. 
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1 pu e dai dia d 


Desigur, trebuie avut în vedere că eJorlurile sectionale sint mărimi con: 
Venţionale, introduse pentru simplificarea calculelor, În realitate, fortele 
interioare se exercită pe toată suprafața secțiunii transversale, nu numai 
în centrul de greutate al acesteia, fiind distribuite continuu, ceea ce impune 
introducerea altor mărimi fizice care să caracterizeze interacțiunea dintre 
particulele unui corp deformabil solicitat mecanic, í 


18.3. EFORTURI UNITARE 


După cum s-a arătat, pentru a caracteriza solicitarea din interiorul unui 
corp elastic, determinată de aplicarea unor sarcini exterioare, se secţionează 
corpul (fig. 18.7, a) şi prin separarea celor două părți, se pun în evidentă 
forțele interioare, care exprimă legătura între particulele din interiorul corpu- 
lui, situate de o parte și de cealaltă a planului de secționare (fig. 18.7, b). 

Fie un element de suprafață AA, din planul secțiunii (fig. 18.7, c), în 
al cărui centru de greutate se aplică forța AF, rezultanta fortelor interioare 


ce acționează pe acest element, care în general este oblică față de elem- 
mentul AA. 


Raportul 


se numește efort unitar mediu, reprezentind valoarea medie a forțelor interi- 
oare ce acționează pe unitatea de suprafață a secțiunii. 
La limită, cînd AA — 0, se obţine : 


(18.5) 


Fig. 18.7 
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Eforturile unitare, denumite şi tensiuni, sînt mărimi tensoriale, depinzînd 
atit de valoarea forţei elementare dř, cit şi de orientarea normalei ñi la 
supralaţa dA. 

Se descompune AF în două componente, AF, — de-a lungul normalei la 
suprafață şi AF, — în planul suprafeţei. Se definesc două tipuri de eforturi 
unitare, şi anume : 

— eforturi unitare normale : 


gi ini sei, (18.6) 
AA30 AA dA 


perpendiculare pe planul secţiunii transversale ; 
— eforturi unitare tangenţiale : 


raem AB E e (18.7) 
Aå»0 AA dA 


situate în planul secțiunii transversale (fig. 18.7, d). 
Este evidentă relația p? = o? + 72. 


N daN z , 
EN , —, Pa sau . Eforturile uni- 
cm? mê mm: 


Eforturile unitare se măsoară în 


tare normale o pot fi comparate cu presiunea de la fluide, iar cele tangen- 
ţiale v — cu frecările ce apar, în cazul mişcării relative a, două corpuri, în 
planul de separație. 

O problemă centrală a rezistenţei materialelor este stabilirea legii de dis- 
tribuţie a eforturilor unitare pe secțiunea transversală a unei bare şi deter- 
minarea valorii acestora în funcţie de sarcinile: exterioare aplicate barei. 

Se pot stabili relaţii de legătură între eforturile unitare ce acţionează pe o 
secţiune și eforturile secţionale. 

Se consideră un element de suprafaţă infinitezimal dA. Într-un punct M, 
situat pe dA, acţionează efortul unitar normal o, şi efortul unitar tangen- 
ţial + care se descompune în componentele Tys Şi 724 paralele cu axele de coor- 
donate (fig. 18.8). Pe elementul de suprafaţă dA acţionează forţele elemen- 
tare o„:dA, Taz AA Şi Tya- dA. Astfel de forţe elementare sînt distribuite 
pe toată suprafaţa secţiunii. Reducîndu-le în centrul de greutate al acesteia 
se obţin relaţiile de echivalență între eforturi şi eforturi unitare : 


N =Voz:dA; My = oz:z:d4A ; 
A A 

Ty = | Tuzd4; Mia = | os'y:dA ; (18.8) 
A 


Tr = Apt pet ; M, =) (Tray — Tya*2)dA. 


* Indicele efortului unitar normal a corespunde axei după care acesta este dirijat; primul 
indice al efortului unitar tangenţial 7 corespunde axei cu care acesta este paralel, iar al 
doilea indice, axei normale la secțiune, 
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Fig. 18.8 Fig. 18.9 
18.4. DEFORMAȚII SPECIFICE 


Se consideră un corp detformabil, rezemat astfel încît să nu se poată 
deplasa ca un corp rigid (fig. 18.9). În acest caz, deplasările punctelor ma- 
teriale din corp vor fi provocate numai de deformaţiile ce apar sub efectul 
sarcinilor exterioare aplicate. 


a) Lungirea specifică. Fie punctele B și C, situate la distanţa Z în corpul 
elastic nedetormat (fig. 18.9). După aplicarea sarcinilor exterioare, corpul 
se deformează, punctul B deplasîndu-se în B’, iar C în C'; distanța între 
cele două puncte devine l. 


Diferența între lungimea finală V şi cea inițială 1 a segmentului considerat 
se numește lungire : 


Raportul dintre lungirea Al şi lungimea inițială Z se numește lungire spe- 
cifică medie : 
Em =—: (18.9) 


La limită, cînd 1 > 0, se obţine lungirea în punctul B, pe direcția BC: 


doit (18.10) 
I>0 l 
În general, lungirea în punctul B, pe altă direcţie, este diferită. 
Lungirile sînt produse de eforturile unitare normale o şi determină mo- 
dificarea volumului corpului. 
b) Lunecarea specifică. Fie unghiuldrept format de segmentele OD şi 0E 
în corpul elastic nedeformat (fig. 18.9). După aplicarea sarcinilor exterioare, 


3 AN 
punctele se deplasează iar unghiul considerat devine D'O'F'. 
Unghiul ym, care măsoară variația unghiului de 90° în urma deformațieè 
corpului, se numește lunecare medie : 


ERN AN 
Ym = DOE — D'O'E', (18.11) 
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La limită, cînd segmentele OD —> 0; 0E = 0, se obţine (unghiul de) lu- 
necarea specifică în punctul O, în planul DOE; 


AN EN, 
Yvox = lim (DOE — D'O'E'’). (18.12) 
0D-=0 
0B-=0 


Lunecările sînt produse de eforturile unitare tangenţiale și determină modi- 
ficarea formei corpului. 


18.5. RELAȚIA ÎNTRE EFORTURI UNITARE 
ȘI DEFORMAȚII SPECIFICE 


Între cele două tipuri de mărimi fizice fundamentale ale rezistenței mate- 
vialelor — eforturile unitare şi deformaţiile specifice — există relaţii „cauză- 
efect“ care se determină experimental, prin încercarea materialelor la diferite 
solicitări. 

Pentru stabilirea relaţiei între eforturile unitare normale o şi lungirile 
specifice e, se face încercarea la tracțiune (conform STAS 200-75). Se utili- 
zează o epruvetă, avînd forma din figura 18.10, la care se cunoaște aria 
secțiunii transversale A, în porțiunea centrală și pe care se marchează două 
repere la distanţa Le. 

Epruveta se montează într-o maşină de încercat la tracţiune, cu ajutorul 
căreia se aplică pe direcţia axei longitudinale o forţă de întindere F, care 
creşte continuu pînă se produce ruperea epruvetei. Concomitent se măsoară 
distanţa între repere L, respectiv lungirea epruvetei AL = L — L, 

Dacă se reprezintă grafic variaţia lungirii AL în funcţie de forţa de întin- 
dere F, se obţine o diagramă care depinde însă de dimensiunile epruvetei, 
deci nu caracterizează materialul. 


= dee a Ă : F 
Dacă se reprezintă grafic dependența între efortul unitar normal o = 
t 


a A zica AL $ ESA A a 
şi lungirea specifică Set se obţine curba caracteristică a materialului. 


'0 
Pentru un oţel moale, cu conținut redus de carbon, aceasta are forma din 


figura 18.11. Se disting cîteva puncte importante ale căror ordonate definese 
unele caracteristici mecanice ale materialului. 


Fig. 18.10 Fig. 18.11 
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a) Limita de proporţionalitate ©p (ordonata punctului A) este valoarea 
efortului unitar pînă la care relaţia între o şi e este liniară. Ecuația por- 
țiunii OA a curbei caracteristice se poate scrie sub forma : 


o = E-e, (18.13) 


unde constanta E este modulul de elasticitate [longitudinal al materialului 
(modulul lui Young). Relația (18.13) exprimă legea lui Hooke pentru soli- 
citări prin eforturi unitare normale. Pentru oțel, E = 2,1:10° daN/cm?, 

b) Limita de elasticitate o, (ordonata punctului B) este valoarea efortului 
unitar pînă la care materialul se comportă elastic (după descărcare revine 
la dimensiunile inițiale). 

c) Limita de curgere (aparentă) o, (ordonata punctului C) este valoarea 
efortului unitar la care epruveta începe să se deformeze apreciabil sub sar- 
cină constantă. Porțiunea CC' a curbei caracteristice se numeşte palier de 
curgere. La unele materiale, palierul de curgere nu există, curba caracteris- 
tică avînd alura din figura 18.12. Se defineşte o limită de curgere conven- 
țională Go. Aceasta reprezintă valoarea efortului unitar căreia îi cores- 
punde, după descărcarea epruvetei, o deformaţie specifică remanentă de 0,2%. 

d) Rezistenţa la rupere o, (ordonata punctului D din fig. 18.11) este va- 
loarea maximă a efortului unitar înregistrat în timpul încercării. Porți- 
unea C'D a curbei caracteristice se numește zonă de întărire. 

Punctul E marchează ruperea epruvetei. Aparent, ruperea se produce la 
o valoare a efortului unitar inferioară rezistenţei la rupere. Aceasta se da- 
torește faptului că se trasează o curbă caracteristică convenţională, calculînd 
efortul unitar prin împărţirea forţei F la aria inițială a secţiunii transversale. 

Cind forţa se apropie de valoarea corespunzătoare punctului D, într-un 
loc al epruvetei apare o giluire, reprezentată în figura 18.13, care devine 
tot mai pronunţată pînă se produce ruperea. Aria secţiunii transversale 
scăzînd, efortul unitar real în secţiunea de rupere creşte peste valoarea con- 
vențională c,, astfel că,în momentul ruperii epruvetei, el are într-adevăr va- 
loarea maximă. 

Curba caracteristică reală este desenată cu linie întreruptă în figura 18.11. 

În cazul cînd epruveta este solicitată peste limita de curgere, pînă la efor- 
tul unitar corespunzător punctului M, apoi este descărcată, se constată că 


e 


AC ei 


| 


Fig. 18,12 Fig, 18.13 
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linia de descărcare MN este paralelă cu linia OA — porţiunea iniţială a 
curbei caracteristice (fig. 18.11). După descărcare, cînd o = 0, epruveta nu 
revine la dimensiunile iniţiale. Segmentul ON = e, caracterizează deformația 
plastică (ireversibilă), în timp ce segmentul NP = e, caracterizează defor- 
maţia elastică (reversibilă) a epruvetei încărcată pînă la efortul unitar 
corespunzător punctului M. Se spune că materialul a fost deformat elasto- 
plastic. Segmentul OR măsoară alungirea la rupere, mărime ce caracterizează 
ductilitatea materialului, adică proprietatea de a fi tras în fire. 

La o nouă încărcare, punctul care defineşte starea materialului parcurge 


dreapta MN astfel că, aparent, limita de proporţionalitate corespunde punc- 
tului M. Materialul se comportă liniar pînă la eforturi unitare superioare 
limitei de curgere, fiind ecruisat, proprietate utilizată în practică. 
| În general, la încercarea la compresiune a oţelurilor (conform STAS 1552-67) 
se obțin aceleași valori pentru Op, Ce Ge şi E ca la încercarea la întindere. 
Totuşi, dacă o bară de oțel ecruisată prin întindere este încercată apoi 
la compresiune, se constată că limita de curgere la compresiune este infe- 
rioară celei determinate prin încercarea la întindere, fenomen cunoscut sub 
denumirea de „efectul Bauschinger“. 
Prin încercarea la răsucire a unui material, se stabilește relaţia între efor- 
turile unitare tangenţiale + și lunecările specifice y, sub forma : 


7 = G%, (18.14) 
unde G este modulul de elasticitate transversal al materialului. Pentru oţel, 
G — 8,1-10> daN/em?. Ecuația (18.14) exprimă legea lui Hooke pentru soli- 
citări prin eforturi unitare tangenţiale. 


O mare grupă de materiale, printre care se pot aminti alama, cuprul, be- 
tonul şi cauciucul, prezintă curbe caracteristice avînd forma din figura 18.14, 
cu un traseu curbiliniu pînă la rupere. Pentru acestea se definesc : 


1) modulul de elasticitate tangent: 


Be aa - (1815) 
de 
dat de panta tangentei MT, ; 
2) modulul de elasticitate secant : 
E. 
SSOP 


dat de panta secantei OT. 

“Uneori se utilizează „modulul de elasti- 
citate în origine, Eo, dat de panta tangentei 
OT, în origine la curba caracteristică. 


18.6, CONTRACȚIA TRANSVERSALĂ 


Se constată că, odată cu lungirea unei 
epruvete, apare o mMicșorare a supra- 
feţei secțiunii transversale,  proporţio- 
nală cu lungirea specifică. La o defor- Fig. 18.14 
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mane specifică s în lungul axei barei, corespunde o deformaţie specifică trans- 
versală : 


E, = —v'e, (18.16) 


unde v se numește coeficient de contracție transversală (coeficientul lui Poisson). 
În general v = 0...0,5. La oţel v = 0,3. 


Între constantele elastice ale materialelor E, G şi v există relaţia 


E = XT + 6. 


În tabelul 18.1 se dau valorile acestor constante elastice pentru citeva 
materiale utilizate frecvent în practică. 


Tabelul 18.1 


Modulul de - = : 
Materialul Alea Tone GI A R enm . pil 
aN/cm? daN /cm? 4 

Oțel carbon 2,0 — 2,1-10° 8,1-105 | 0,24 — 0,28 
Oțel aliat 2,1106 8,1-105 0,25 — 0,30 
Fontă cenușie 1,15 — 1,60.10 4,5+105 0,23 — 0,27 
Alamă 0,91 — 0,99.10 3,5 — 3,7-105 0,32 — 0,42 
Duraluminiu 0,70 — 0,7510 2,6 — 2,7-105 — 
Beton 0,15 — 0,23.10° — 0,16 — 0,18 
Lemn (normal pe fibre) 0,004 — 0,01-10° | 0,045 — 0,065.105 — 


18.7. REZISTENȚE ADMISIBILE. 
COEFICIENȚI DE SIGURANȚĂ 


În rezolvarea problemelor de rezistența materialelor, după modelarea 
sistemului real şi determinarea caracteristicilor mecanice ale materialului 
utilizat, se pune problema precizării valorii maxime admisibile a eforturilor 
unitare din piesa studiată, denumită rezistență admisi bilă. 


Rezistenţa admisibilă este valoarea convenţională aleasă în calcul, pe baza 
experienţei practice, pentru efortul unitar maxim care se poate produce într-o 
piesă, în condiţii date de material, de solicitare şi de mediu ambiant. Însă 
aceste condiţii, în general, nu sînt cunoscute perfect. Determinarea sarcinilor 
este aproximativă, fiind posibilă depășirea valorilor considerate în calcule. 
Există incertitudini privind condiţiile de mediu ambiant. Caracteristicile 


mecanice ale materialelor pot varia faţă de valorile cunoscute, iar schema de 
calcul poate duce la o subapreciere a nivelului real de solicitare a piesei. 
Aceasta impune o anumită precauţie în alegerea rezistenţelor admisibile, pentru 
a avea siguranţa că, în condiţiile cele mai dezavanta joase de lucru, piesa înde- 
plinește funcţiile pentru care a fost proiectată : nu se rupe, nu are deformaţii 
remanente mari, este suficient de rigidă şi nu-și pierde stabilitatea formei de 
echilibru. 

Considerind că la materialele tenace curgerea reprezintă o stare limită ce 
nu trebuie atinsă, iar la materialele fragile — ruperea, se aleg coeficienţi de 
siguranţă supraunitari la care se împarte limita de curgere Se respectiv 
rezistenţa la' rupere o, pentru a se calcula rezistenţa admisibilă oa. 
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Se utilizează relaţiile : 
ds Se ga SE, (18.17) 


C 05 


unde c, este coeficientul de siguranță faţă de curgere, iar c, — coeficientul 
de siguranță față de rupere. 

Cu cît ipotezele de calcul sînt mai apropiate de realitate, sarcinile sînt 
evaluate mai corect, iar proprietăţile materialelor sînt cunoscute mai bine, 
| cu atît coeficienţii de siguranţă se aleg mai mici, și — corespunzător — rezis- 
| tenţele admisibile mai mari. 

Metoda de calcul pe baza rezistențelor admisibile este larg utilizată în con- 

strucția de mașini, unde apar frecvent probleme dinamice și modelele de 

| calcul sînt mai greu de conceput. La calculul construcţiilor este mai larg 
| răspîndită metoda capacităţii portante (metoda stării limită). 


18.8. LEGĂTURA REZISTENȚEI MATERIALELOR 
CU ALTE DISCIPLINE 


În rezistența materialelor şi teoria elasticității se studiază corpurile solicitate 
în limitele comportării elastice, deci la eforturi unitare inferioare limitei de 
elasticitate a materialelor. Rezistenţa materialelor este o disciplină tehnică, 
în care se utilizează ipoteze simplificatoare suplimentare faţă de teoria elas- 
ticităţii, în vederea stabilirii unor relaţii simple pentru dimensionarea pieselor 
şi calculul deformaţiilor acestora (de exemplu, ipoteza secţiunii plane — la 
bare, ipoteza normalei rectilinii — la plăci etc.). l 

În teoria plasticităţii se studiază comportarea corpurilor solicitate peste 
limita de elasticitate, caz în care apar deformații permanente și tensiuni 
remanente. 

În teoria viscoelasticităfii se studiază comportarea materialelor cu proprietăți 
mecanice dependente de timp, solicitate la eforturi unitare relativ mici. 

Reologia este disciplina în cadrul căreia se studiază materialele elasto-visco- 
plastice, cu proprietăți dependente atît de timp cît şi de intensitatea solici- 
tării. 

Dacă rezistența materialelor se ocupă, în special, de studiul barelor şi al 
sistemelor de bare, teoria plăcilor plane și curbe studiază elementele cu supra- 
Í față mediană, elaborînd modele de calcul în funcție de grosimea plăcii şi de 
forma suprafeței mediane. 

Teoria învelişurilor şi teoria barelor cu pereți subțiri s-au dezvoltat ca domenii 
| de frontieră, cu metode proprii de calcul. 
| În teoria stabilității elastice se calculează sarcinile critice de flambaj ale 
diferitelor elemente de construcţii, bare, plăci, învelişuri, determinindu-se 
condiţiile de pierdere a stabilităţii formei. 

În teoria vibraţiilor mecanice se studiază mișcările de corp elastic ale pieselor 
de mașini și elementelor de structură, sub acţiunea solicitărilor dinamice, 
caz în care este necesară luarea în consideraţie a forțelor de inerție. 
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19. 


DIAGRAME DE EFORTURI ÎN BARE 


După cum s-a arătat în $18.2, una din problemele principale ale Rezistenței 
materialelor este determinarea variaţiei eforturilor în lungul barelor. Repre- 
zentarea grafică a acestei variaţii se face prin diagrame de eforturi. 


19.1. DIAGRAME DE EFORTURI LA BARE DREPTE 


Eforturile în secţiunile transversale ale barelor au fost definite în § 18.2. 
Pentru construcţia diagramelor de eforturi sînt necesare : 1) o convenţie de 
semne privind sensul pozitiv al eforturilor ; 2) o convenţie de semne privind 
sensul pozitiv al axelor diagramelor de eforturi și 3) relaţiile diferenţiale între 
eforturi. 

Pentru început, se vor considera bare drepte, solicitate de forţe cuprinse 
într-un plan care conţine axa barei, respectiv de momente avind vectorul 
perpendicular pe acest plan. 


19.1.1. CONVENȚIA DE SEMNE PRIVIND SENSUL POZITIV 
AL EFORTURILOR 


Forţele axiale N se consideră pozitive (fig. 19.1, a) cînd produc întindere. 
Forțele tăietoare T se consideră pozitive (fig. 19.1, b) cînd produc o lunecare 
similară unei rotiri în sensul acelor ceasului. Momentele încovoietoare M se 
consideră pozitive cînd produc întinderea fibrelor inferioare ale barei 
(fig. 19.1, c). Sarcina distribuită p este pozitivă cînd acţionează ca în 
figura 19.1, d unde s-au sintetizat convențiile de semne pe ambele feţe ale 
unei secțiuni. 


19.1.2. CONVENȚIA PRIVIND AXELE DIAGRAMELOR DE EFORTURI 


Diagramele forțelor Sile (fig. 19.2, a) şi forţelor tăietoare (fig. 19.2, 5) 
se reprezintă cu axa ordonatelor pozitivă în sus, în timp ce diagrama momen- 
telor încovoietoare (fig. 19.2, c) se reprezintă cu axa ordonatelor pozitivă în 
jos (de partea fibrelor întinse). 


19.1.3. RELAȚII DIFERENȚIALE ÎNTRE EFORTURI LA BARE DREPTE 
Fie un element de lungime dz, detașat dintr-o bară solicitată prin sarcini 


perpendiculare pe axă (fig. 19.3). Lungimea dz fiind foarte mică, sarcina p 
se consideră uniform distribuită, În secţiunile din capete acţionează efor- 
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H 


Fig. 19.1 


turile indicate în figură, reprezentind 
acțiunea părților de bară adiacente, 
asupra elementului respectiv. 
Ecuatiile de echilibru ale forțelor 
vor fi: 
N+daN —N =0; 
T — p-dx — (T + dT) = 0, 
iar ecuația de momente faţă de punc- 
tul L: = Tig. 19,3 


M + T-dr = pda — (M +dM)=0; 


după reduceri și neglijarea infiniților mici de ordin superior ecuațiile de 
mai sus se scriu : 
dN = 0; 
—p-dz — dT = 0; 
T-dz — M =0 ; 
sau 
N = const.; 


m A (19.1) 
aM s 
mE : (19.2) 


Relaţiile (19.1) şi (19.2), cunoscute sub numele de relații diferențiale între 
eforturi, conduc la o altă relaţie între momentul încovoietor și sarcina dis- 
tribuită : 


sei TLA (19.3) 


Pe baza acestor relaţii se stabilesc reguli general valabile, utile la construcţia 
diagramelor de eforturi la bare drepte. 

a) Pe porțiunile de bară nesolicitate (p = 0), forţa tăietoare este constantă, 
iar momentul încovoietor variază liniar, 


255 


b) Pe porțiunile de bară solicitate cu sarcini uniform distribuite (p = const.), | 
forţa tăietoare variază liniar, iar momentul încovoietor variază parabolic. 

c) Diagrama de forţe tăietoare are salturi în dreptul forţelor concentrate, 
iar diagrama momentelor încovoietoare — în dreptul cuplurilor concentrate. , 

d) Diagrama momentelor încovoietoare are valori extreme în secţiunile | 
în care forța tăietoare se anulează. ; 

e) Pe porțiunile de bară unde forța tăietoare este pozitivă (negativă) mo- | 
mentul încovoietor creşte (scade). 


19.1.4. CONSTRUCȚIA DIAGRAMELOR DE FORȚE TĂIETOARE 
ȘI DE MOMENTE ÎNCOVOIETOARE d 


a) Bară simplu rezemată, încărcată cu o forță concentrată (fig. 19.4). Din 
ecuaţiile de echilibru rezultă reacţiunile : 


P-b P-a 


Forţa tăietoare este constantă pe cele două porţiuni 


P-b P-a 

Ti- = V, TEES Ts- = V, — P = PE Ei 
În secţiunea 3, în diagrama T apare un salt egal cu P, 
Momentul încovoietor are valorile : 


M M, E a EM S 


şi variază liniar pe cele două porțiuni : 


se P.a-b ži A g 
Valoarea maximă M mar = ză. Să apare în secţiunea 3 unde curba forţei 
tăietoare intersectează axa absciselor. | 
0,6q-l 
y 


q 
"20 OMH Jo 
A N 


Pa 0072912 , 
apei n 0.0882q 
Fig. 19.4 Fig. 19.5 
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b) Bară simplu rezemală, încărcală cu sarcină uniform distribuită (lig, 19 5) 

. . . . CERE ’ pi EAA 

Se înlocuieşte sarcina distribuită cu o forță concentrată 0,6 q'l aplicată la 

mijlocul porțiunii 3—2. Din ecuaţiile de echilibru se calculează reachunile ; 
V, = 0,18 ql; Va =a 0,42 (PI, 


În punctul 7, forţa tăietoare este: 
| T, = 0,18 q'l, 
fiind constantă pe porțiunea 1—3: 
Ti-a = 0,18 q... 
Pe porțiunea 3 —2, într-o secţiune oarecare z, forpa tăietoare este ; 


En = Te = 0,18q-l = qx, 
În punctul 2, 
Ta = 0,18 q:l — 0,6 ql = —0,42 qel 

Forța tăietoare se anulează 
x = 0,181 față de secțiunea 3. 


Momentul încovoietor variază liniar pe porțiunea 1—3, avînd la capete 
valorile : 


(T-a = 0) în punctul 4, situat la distanța 


M, = 0; M, = V.:0,41 = 0,18 q:1:0,41 = 0,072 galsi 


Pe porțiunea 3—2, mo 


mentul încovoietor variază parabolic, în secțiunea z 
avînd expresia : J tti 


Mom VOA Ra) -1 =0,18 q:1(0,4 L4 2) mir , 
În secțiunea 4 se obține valoarea maximă : ; 


M mas = 0,18 q-1-0,58 1 — T (0,18 1)? = 0,0882 q- P. 


c) Bară simplu rezemală, 


solicitată de un cuplu concentrat (fig. 19.6). Reac- 
țiunile sînt: . : 


A A =4. 


Forța tăietoare este constantă în lungul barei : 


T, M 


E 


Momentul încovoietor variază liniar: 


Mas Aa; M- = = Ba, 


În punctul 3 apare un salt egal cu Æ, valorile în secțiunile adiacente fiind 
Mace ME Me == M Ba 


d) Bară în consolă încărcală cu forţă concentrată și sarcină distribuită (fig. 19.7). 
Reacţiunile din încastrare sint V, = 0,2 q+l şi M, = 0,28 gel. 


' 
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Fig. 19.6 Fig. 19.7 


Forţa tăietoare este constantă pe porţiunea 1—2: 
IETS = 0,2 qL, 


şi are un salt egal cu q- l în secțiunea 2, scăzînd apoi liniar la zero. 

Momentul încovoietor în încastrare este M, = — 0,28 q:l?, pe porţiunea 
1 —2, variază liniar pînă la M, = — 0,32 q-l?, scăzînd apoi parabolic la zero 
în punctul 3. 

e) Bară simplu rezemată, încărcată cu sarcină triunghiulară (fig. 19.8). 
Pentru calculul reacțiunilor, se înlocuiește sarcina distribuită cu o forță 


concentrată s aplicată la distanța 2 
de reazemul din stinga (în centrul de 
greutate al triunghiului). Se obține: 


di i 


q ql 
a ce EFS 


6 
În secţiunea z, intensitatea sarcinii dis- 
tribuite este : 


z 
=E 
forța tăietoare este : 
l 1 ` al qx? 
TA E EAN N E AL Ea 
7 Isa aE aT o 2l 


iar momentul încovoietor este: 


T E DT 


IF 
Fig, 19.8 


Anulind expresia forţei tăietoare, se obține abscisa 


t = — în care momentul încovoietor are valoarea 
y3 
Se qe 
maxima Mmi = TEN 
19.1.5. DIAGRAMA FORȚELOR AXIALE 
Pentru bara din figura 19.9, a, solicitată de forțe 
dirijate în lungul axei barei, se calculează forța axială 
pe fiecare porțiune : 
Na = Pr Nea PEN Ep 
N moe DB 


și se construiește diagrama de eforturi din figura 19.9. b 
ţinînd cont de convențiile de semne. 


APLICAȚIA 1 


© 
© 
© 
© 
© 


Fig. 19.9 


Se cere să se construjască diagramele T şi M la bara din figura 19.10. 


Rezolvare 


Reacţiunile sînt: V, = 5N ; VESIN. 


Forțele tăietoare au valorile: To, =5N; Fata = (5:=71)N; Ty =2N. 


Pentru T =0 se obţine zs =Žm. 
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Momentele încovoietoare au valorile : Mz_. = 2,5N:m ; Maze = — 2,5N “m; 
M, = —4 Nm; Me = 1,786 N-m. 
Rezultă | Max | = 4,0 N-m. 


19.2. DIAGRAME DE EFORTURI LA BARE COTITE 


Barele cotite și cadrele sînt formate din mai multe bare drepte, legate 
prin noduri rigide. Nodurile rigide realizează legături care menţin unghiul 
dintre axele barelor concurente în nod și după aplicarea solicitării. 

Pentru construcţia diagramelor de eforturi trebuie precizat, pentru fiecare 
bară componentă, sensul pozitiv al axei z. În cele ce urmează se consideră 
“bare cotite solicitate de sarcini coplanare. 

Fie bara cotită din figura 19.11, solicitată de forțe coplanare. Se calculează 
reacțiunile : 


V, = 0q-ls Ha = ql; (zf 22 — 
Forțele axiale au valorile : 
Ni- =—2q-l; N= qui Ns- =0. 


Cu aceste valori se construieşte diagrama din figura 19.11, b. 
Forțele tăietoare sint: 


Taka ela Tae pes EL o afin E OEL ETA 
1 7 1-3 Zi r; 3-2 q 


Tae = 2q'l; T3 a=2ql; Tis =0; Ta- dl: 


Fig. 19.11 
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K p=20daN 


BdoNm 4 dan Bean Ł2doNm po 20N 


© 


~i IdaNm) 


800daNm 


i Fig, 19,12: 
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Fig. 19.13 


Cu aceste valori se construiește diagrama din figura 19.11, c. 
Momentele încovoietoare au valorile : 


1 
Miami 0. TMe 22 ge; M, =M, = -2 ql; M, =0, 
cu ajutorul cărora se construiește diagrama din figura 19.11, d. 


Exemple de calcul 


În figurile 19.12 și 19.13 se dau 10 exemple de bare la care s-au construit 
diagramele forţelor axiale, tăietoare și ale momentelor încovoietoare. 
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20. 


ÎNTINDERE ȘI COMPRESIUNE 


O bară dreaptă este solicitată la întindere dacă în secţiunea transversală 
acţionează o forļă axială. Atunci cînd în lungul axei barei sînt aplicate mai 
multe forțe, este necesară construcţia diagramei forţelor axiale. 


20.1. EFORTURI UNITARE ȘI DEFORMAȚII 


Fie bara din figura 20.1 solicitată de forţa P. În secţiunea x, forța axială 
N = P. Se observă că după aplicarea forței P, secţiunea BC se deplasează 
axial cu Ar, dar rămîne plană şi perpendiculară pe axa barei, deci ipoteza lui 
Bernoulli este valabilă. 

Rezultă că lungirea specifică este aceeaşi în toate punctele secţiunii trans- 
versale : 

Az 


xr 


GE = const., 


şi conform legii lui Hooke : 
o = E.s = const., 
deci eforturile unitare normale produse de întindere sînt uniform repartizate 
pe secțiunea transversală. 
Rezultanta forțelor elementare c:dA de pe toate elementele secțiunii este 
forța axială N: s 
N = | o-dA =o | dA = o-A, 
A A = 


deci formula eforturilor unitare normale de întindere sau compresiune este : 


4 
KERNI 2 
o (20.1) 


Lungirea porțiunii de bară de lungime xq este: 


Ax = E III e, 
E E-A 
iar pentru o bară de lungime l: 
Al = a a (20.2) 
E-A 


unde E-A este modulul de rigiditate la întindere. 
Pentru tronsoane de bară pentru care N. = const. și ` 
EA = const., lungirea este: 


Al see 
IA (20.3) 
Relaţia (20.1) este utilizată sub următoarele forme: 
— formula de dimensionare : 
N i 
Anca = i (20.4, a) 


1 a 


Fig. 20.1 
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Forta — formula de verificare : 


aXxi0!6 


f N i 
NE f HART S Ca; (20.4, b) 


— formula forței capabile : 
) DA Alungirea Nap = Aoa i "= (20.4, c) 
dåx În relațiile (20.4), o, este rezistența admisi- ? 


Fig. 20.2 bilă la întindere sau compresiune. 


20.2. ENERGIA DE DEFORMAȚIE LA ÎNTINDERE 


Pentru o porţiune de bară de lungime x, lungirea este: 


N-ă 


Ax == E) 
E-A 


deci lucrul mecanic elementar produs de forța axială N este (fig. 20.2) 
N-a(Az) = E Az-a(Az). 
T 
Dacă solicitarea este statică, lucrul mecanic efectuat de sarcinile exterioare 
se transformă în energie potențială de deformație : 
Ar 


w=(=4 Az-a(Az) e COL NA = NE. 
T T 2 2 


0 


Pentru un element de bară de lungime dz: 


Ne? -dz 
DE-A 


E) 


dW = 
deci energia de deformaţie înmagazinată de întreaga bară se poate scrie: 


wW A E e GANSOS) 
l 


20.3. SISTEME STATIC. NEDETERMINATE `. 


La sisteme static nedeterminate (sisteme hiperstatice) nu se pot determina 
eforturile în bare cu ajutorul ecuațiilor de echilibru din statică. Gradul de 
nedeterminare este egal cu diferenţa între numărul reacțiunilor (sau eforturilor 
necunoscute) și numărul ecuaţiilor din statică, Pentru rezolvarea problemelor 
static nedeterminate este necesar să se stabilească un număr de ecuaţii, repre- 
zentínd condiţii de detformaţie, egal cu gradul de nedeterminare. 
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20.3.1. BARĂ DUBLU ARTICULATĂ 


EAz=coas 


Opr / © h; 


Fie bara din: figura 20.3, articulată la 
capete şi solicitată de forța P. Se cer efor- 
turile unitare din bară. 

Reacțiunile din articulații sint M, și He. 

Ecuația de proiecţii pe orizontală 


His HO (20.6) 


conține două necunoscute, deci sistemul 
este: simplu static nedeterminat. Se mai Fig. 20.3 
caută o ecuaţie de deformaţii. 

În urma aplicării forţei P, punctul 3 se deplasează în 3”, deci cît se întinde 
porțiunea 1—3 atît se comprimă porţiunea 3—2 ; 


Alis =| Al l. (20.7) 
Din diagrama forțelor axiale rezultă : 
| Xe Niels Ha, Nasa =H, — P = — Ha 


deci, utilizînd relaţia (20.3), condiţia de deformatie (20.7) devine 


Ha HRD 


E-A  B-A 


sau H a= H, b. (20.8) 


Rezolvind'sistemul format din ecuațiile (20.6) şi (20.8) se obţine : : 
H, = P 2 3 H, = Bo > 


deci eforturile unitare au expresiile : 


20.3.2. BARĂ DE SECȚIUNE NEOMOGENĂ 


Se cer eforturile unitare produse de forţa P în bara din figura 20.4, compusă 
din două materiale diferite (stilp de beton armat, cablu de aluminiu cu inimă 
de oţel etc.), desenate separat pentru simplificarea 

V=P expunerii. Se dau modulele de rigiditate E,- A, și Es Aa. 

Forţa exterioară P este preluată în proporţii diferite 

de cele două materiale, dar suma forţelor axiale N, 


E242 ErA1 şi N, egalează forța totală : 
N, k Na = P. 
Pentru determinarea acestor forțe este necesară o 
No N7 condiție de deformație. Cele două materiale au defor- 
} A maţii identice, fiind solidarizate între ele : 
Big. 204 AL = Al 
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sau 


Nil Nal N, + N ' P 


= Ã— e e—a m ———_—— * 


Rezultă : 


Dacă se dau rezistențele admisibile ale celor două materiale Ga, Oa, Şi se 
cere forța capabilă de întindere, se calculează 


, E, D’’ E, 
P = da (41 +4); P = oa [A+ + $ JE 


e 


şi se alege Poap egală cu cea mai mare dintre cele două forțe P' ṣi P”. 


20.3.3. SISTEM DE BARE PARALELE 


Se consideră o bară rigidă OB (fig. 20.5, a) suspendată de două bare elastice 
şi articulată în 0. Se cer eforturile unitare în barele verticale. 


Izolînd bara rigidă (fig. 20.5, b), se scrie ecuația de momente faţă de punc- 
tul 0: 


Ta sie Tb APăc. (20.9) 


Ecuația de deformaţie se scrie pe baza condiţiei ca după aplicarea forţei P 

bara OB să rămînă rectilinie (fig. 20.5, c) cînd barele verticale se lungesc : 
Au __a 

Al, a+b 


STe eS eL (20.10) 
ala GEO IE ; 
Rezolvînd sistemul format din ecuațiile 
(20.9) și (20.10), se obțin forțele T, şi T» 
apoi se calculează eforturile unitare : 


T, P A 
E N a Ce RER ada 
1 (Arta O a = Arpi 
a a-c lite Ea c 
Tit. P 
Sa inbe : po b 
20 scai e a Ea PALE 
(a+ be lhl E, c 
20.3.4; EFORTURI PRODUSE 
i DE DILATAREA IMPIEDICATĂ 


Într-o bară de secțiune constantă, arti- 


4 1 oa e Mi A ; 
Qi. ie ZAH Alg culată sau încastrată la capete (fig. 20.6, a), 
i ¿o încălzită uniform cu At (grade), apar efor- 
turi unitare de compresiune datorită împie- 


Fig. 20.5 f dicării dilatării. 
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Y 


Fig. 20.6 Fig. 20.7 


Într-adevăr, dacă bara ar fi liberă la capete, datorită încălzirii s-ar dilata 
liber, lungindu-se cu : 


Al = l-a-At, (20:11) 


unde a este coeficientul de dilatare termică liniară. 


Împiedicarea dilatării este echivalentă cu aplicarea unei forţe de com- 
presiune N, care readuce bara la lungimea iniţială, deci. o comprimă cu 


N eNA (20.12) 


Tenet INED, 
E-A 
deci : G NEI e Aa 
A 


La bara de secţiune variabilă în trepte din figura 20.7, încălzită cu At, 
un raționament analog conduce la condiţia 


. 


N-l Nile 
- (l l PAANI =— — 
(L + 2) EA, DRA 
deci : G; e Noi ROE AA» o => 2 utilată pa (A 
à ltl À k Lh L 


APLICAȚIA 1 


O bară avind secţiunea variabilă în trepte : Ais = 80 cm? ; Ass = 64 cm: 
și lungimile tronsoanelor ls =4 m, lẹ =6 m, este încastrată la extremi- 
tatea 1. Asupra barei acționează forțele axiale reprezentate în figura 20.8, a. 
Bara este din oțel cu ga = 1 200 daN/em*, E = 2,1:10° daN/em: şi greutatea 
specifică y = 7,65:10% daN/em*. 

Să se traseze diagrama forțelor axiale N, să se verifice bara la întindere Şi 
să se calculeze lungirea totală a barei, neglijind în primul caz greutatea pro- 
prie a barei, iar în al doilea caz,cu considerarea greutății proprii a acesteia. 
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m 
Ea 
a 
= 
m 
£ o 
š = 
a] 
a 
=] 


to 
R 
N 
> 
S 
110 
je 600KN g 
A => Q eS 
. z OO S O O 2 
V, =Ż00kN Š V,=405,3856 KN = x 
o b ; c G 
Fig. 20.8 
Rezolvare 


„Cazul 1. Fără considerarea greutăţii proprii a ae (fig. 20.8, a). Se cal- 
culează reacţiunea V, = 400 kN. 

Se determină forțele axiale: Ni, = — 400 kN; Na = 200 kN; Na = 
= — 100 kN şi se trasează diagrama N (fig. 20.8, b) ţinînd seama de con- 
venţiile de semne (§ 19.1). 

Se verifică bara în secţiunile 1 și 2: 

daN 


40000 _ SEN <o; 
„80 


Cefa 


> CA e 


Ge, = 


20 000 daN 4 
6 


Lungirea totală a barei este: Al = Ala + Al + Al; tinînd seama de 
relația (20.3), se obține 


Al _ (= 400103 -100. 200-102-300 (=100:10:):600 _ 
T 21100-80 2,1 -10° -80 2,1 -10° -64 
= — 0,0238 + 0,0357 — 0,0446 = — 0,0327 cm. 


Cazul 2. Cu considerarea greutăţii proprii a barei (fig. 20.8, c). Se deter- 
mină greutățile celozni două: tronsoane :. stia 


Ga = 7,65-10-5.80-400 = 244,8 daN, 
Goa = 7,65: 1072:64- 600 = 293,76. daN. 


Se calculează ‘apoi reacţiunea din încastrarea 1: V, =40 53856 daN. 
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Se determină forțele axiale : 


Nuca Vibe Astana = 240 538,56, 7,65*10-.80-z.; 
TSN N, = — 40 538,56 daN ; 
x=] m, Nae = —40477,36 daN. 

Na- = — 40 538,56 + 60 000 + 7,65-10-2-80-z; 


sil smn, Nae, = 19 522,64 daN ; 
z=4m, Na. = 19 706,24 daN. 


N- = — 40 538,56 + 60 000 + 244,8 — 30 000 + 7,65- 10--64(2 — 4); 


z= 4m, Nae = —10 293,76 daN; 
SEO N e 10000; 
Nas = —.10 000 + 10.000 =0. 


Se trasează diagrama N (fig. 20.8, d). 
Verificînd bara în secţiunile 1 şi 2 se obține: 
40 538,56 daN 


Cui ie aoi ai oie a S Gai 


ap =R — 307,91 SN < o 


Pentru calculul lungirii unui tronson, se utilizează expresia (20.2) în care 
se consideră, pe lingă forţa axială P, și greutatea proprie G zile, -A-l a tron- 


sonului : 
(2 = l 
2 |. 


1 
1 a : 
Al i a = za n Ar = EA 
j ta a0 


Lungirea totală a barei este Al = (taie AD + Al a. 
“Înlocuind, rezultă : 


E 40 538,56 + = -7,65 -10 -80 100) 100 [i 522,64 + = -7,65 -10™ -80 300 300 


| ae 
A 2,1:10%+80 i 2,1-+10%:80 li 


E 10 293,76 + - -7,651072 :64:600] 600 


a =— 0,0241 + 0,0350 — 0,0453 = 


2,1 +100:64 
= — 0,0344 cm. 
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APLICAȚIA 2 


Să se calculeze eforturile unitare 
normale în bara din figura 20.9, a 
solicitată axial de o forță P =200 daN, 
avînd diametrul d = 5 mm. 

Rezolvare 

Ecuația de proiecţii pe orizontală 

este | 
R, + R, — P =0, (20.13) 


Sistemul este simplu static nedeter- 


Fig. 20.9 minat. 
Condiţia de deformație se scrie : 
aa aus Baal (20.14) 
EA EA EA 


unde Aj = =19,62 mm? ; 


z(1,4d)?- 


A = — 38,47 mm?. 


Ecuația (20.14) devine, după simplificări, 


R, = 4,92R,, 
deci reacțiunile au valorile : 


R= = = ET A 33,78 daN ; R, =4,92 R, = 166,22 daN. 
9 o 
Diagrama forțelor axiale este dată în figura 20.9, b. 

Eforturile unitare sînt: 


N 33,78 daN N 33,78 daN 
o == = =172 0; oy = = e — 878 AN, 
A, 0,1962 cm? A, 0,3847 cm? 
i Ne 166,22 daN 
O4 =—— = ——— —— 432 — = pe 
mir EE 0,3847 cm? a 
APLICAŢIA 3 


O bară, formată dintr-o tijă de oțel introdusă într-un manşon din fontă, 
este comprimată axial cu o forță de 6 000 daN (fig. 20.10). Cunoscînd lungimea 
barei l = 20 cm, aria secţiunii transversale a tijei Aoz = 2. cm?, aria secțiunii 
manșonului Ap, = 8 cm? și modulele de elasticitate Eor = 2,1 -10° daN/cm? 
şi Epe = 1,2-10 daN/cm?, să se calculeze eforturile unitare care apar în 
tijă, respectiv manşon, lungirea totală Al şi fracțiunile din 
efortul N preluate de tijă, respectiv manşon. 

Rezolvare 


Eforturile unitare se 


6000 daN 


determină cu relațiile stabilite Z 0l 
la § 20.3.2. : J 
3 N 6 000 N S 
So, = w = 913,04 25; SI Hl Ho 
Aor + Pe Aa 2 34 8 cm“ j 
oL 2,1 A 
N 6 000 z 
T A -521,74 SN. i 
Ap A ez A, 8 21 2 cm . 6000da 
Epe pa Fig. 20.10 


Lungirea totală are expresia : 


Nel ` — 6000-20 
NEE NU a n O cm. 
CAGE BAe KEO E 


Eforturile preluate de cele două piese sînt : 
Nor = Go: Ao, = 913,042 = 1 826,08 daN, 
Npe = Gpe* Ape = 521,748 = 4 173,92 daN. 
Evident că Nor + Nre = 6 000 daN. 


APLICAŢIA 4 


O bară din cupru, avind lungimea l — 180 cm, este încastrată la extre- 
mitatea 1, iar extremitatea 2 se, poate deplasa liber 2 mm pe orizontală, 
după care deplasarea este împiedicată (fig. 20.11). Cunoscînd coeficientul de 
dilatare termică liniară al cuprului a = 17:10-% și modulul de elasticitate 
longitudinal E = 1,3-10% daN/em?, să se determine efortul unitar care apare 
în bară la o creștere a temperaturii de 80°C. l 


Rezolvare 


Se determină întîi variația de temperatură At, pentru care bara se dilată 
liber cei 2 mm: 


Z 17-10-4180 


La încălzirea în continuare a barei cu At, = 80 — 65,3 = 14,7"C, dilatarea 
este împiedicată, în bară apărind următorul efort unitar: 


o = E-«-At, = 1,3:10%-17-10-6.14,7 = 324,837 daN/cm:. 


APLICAȚIA 5 


Ansamblul din figura 20.12 este compus din trei bare avind fiecare sec- 
țiunea transversală A, modulele de elasticitate E, > E, şi coeficienţii de 
dilatare liniară a, > a. Sub acţiunea forței P, în bare apar eforturi unitare 
de compresiune neegale. Se cere să se calculeze creșterea temperaturii At 
prin care se realizează egalizarea eforturilor unitare în bare. 


Rezolvare : 


Etapa I. Fie P, şi P, forțele în barele 1 și, respectiv, în bara 2. Con- 
diţia de echivalență a forţelor se scrie : 


P = P, 4 Pi SoA-o, F Ao 


Fig. 2041 si îi Pi, 20.12 


Rezultă 


p 
20 - o, =—» 
„ho 


+ i e í o g 
iar din condiţia de deformație e, = cen; = =Z, 
PEREP, 
o E 3 
a ra CAI 
2 E, 
PE, PE, 


Se obţine O, = i o, Si; o Co 
ACE, + E.) AGE, + E) 


Etapa a II-a. Condiţia de deformaţie în cazul dilatării împiedicate : 


N'I N-l 
l-a, Al — = = l-u, At + ; 
E24 Fo 
se mai scrie 
„183 BygaPaia 
(01 — az)At = E, E, 


Se adaugă relaţia între forța axială şi eforturile unitare : 
| 03-24 | ='03A = N. 


Rezultă 
en Al(æ, — &:)E, E; . 3 2Al(a, —2)E, Ez 
| oi | = ==; E E E S 
EIT 2E, + E, 


Prin suprapunerea efectelor, suma eforturilor unitare în cele două stări 
trebuie să fie aceeași 
6. + oj = 02 — 0 


P-E, Al(a, — as) E. E: =: P-E, ge 2Al(a, — &:)E, E, 3 
AGE, + E.) 2E, + Es AGE, + E.) 2E; + E; 
Rezultă : N E A) 


3A(a, — %:)E, Es 


2l. 


RASUCIREA 


O bară dreaptă este solicitată la răsucire dacă în secţiunea transversală 
acționează un moment dirijat în lungul axei barei. La bare curbe, răsucirea 
este produsă de un moment dirijat în lungul tangentei lă axa barei. Se va 


„studia răsucirea barelor de secțiune axial-simetrică, 
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Fig. 21.1 Fig. 21.2 


21.1. CALCULUL MOMENTULUI DE RĂSUCIRE 


Atunci cînd asupra unei bare acţionează mai multe cupluri exterioare, cw 
componente (sau dirijate) în lungul axei barei, este necesară construcția unei 
diagrame de momente de răsucire (fig. 21.1). 


Dacă un arbore transmite puterea N (CP) la turaţia n (rot/min), momentul 
de răsucire se calculează cu relaţia : 


M: = 70258. [daN: cm]. 
n 


Dacă se cunoaște puterea P (kW) şi turația n (rot/min), atunci : 


M, = 95493 Č [daN" cm]: 
n 


21.2. EFORTURI UNITARE ÎN BARE DE SECȚIUNE 
AXIAL-SIMETRICĂ 


Se constată că dacă pe suprafața cilindrică a unei bare se trasează genera- 
toare şi cercuri paralele, formînd o rețea de pătrate curbilinii (fig. 21.2, a), 
după solicitarea barei la răsucire (fig. 21.2, b) pătratele devin romburi, lungi- 
mea laturilor rămînînd neschimbată. De asemenea, secțiunile transversale 
rămîn plane. 

Se deduce că un element de bară decupat în vecinătatea suprafeței este 
solicitat numai de eforturi unitare tangențiale, altfel eforturile unitare nor- 
male ar fi produs lungirea laturilor. 

Dacă dintr-o bară încastrată la un capăt, solicitată la răsucire, se decu- 
pează un element central de rază r și lungime dz (fig. 21.3), atunci genera- 
toarea CB ocupă poziţia CB’ în urma solicitării, iar raza OB se deplasează 


în poziția OB'. Unghiul BCB’ =y este unghiul de lunecare specifică (v. § 18.4) 
N ni, 
iar BOB' = dọ. 
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“ri 


Fig. 21.2 Fig. 21.4 


Se constată că 
Lă 
BB =n =r: dọ, 


i $ d 
«deci : sd e pie =r., 


unde : perte (21.1) 


se numeşte unghi de răsucire specifică. 
Aplicînd legea lui Hooke (18.14) pentru forfecare, rezultă 


t =G:'y =G:0-r, (21.2) 


«deci eforturile unitare tangențiale variază liniar cu distanța la centrul sec- 
iunii. Se consideră că acestea sînt perpendiculare pe rază (fig. 21.4), ceea 
«ce pe contur se deduce direct, pe baza dualității eforturilor unitare tangenliale 
f(v. Ş$ 22.3.1). 

Pentru a stabili legătura între momentul de răsucire M, şi eforturile uni- 
tare 7, se calculează suma momentelor elementare t:-dA-r față de punctul O 
«fig. 21.4): 

M, =r-r-dA =G.0 [ir2-dA = G-0-1,, 
3 A A 
wunde I, = ]r-dA este momentul de inerție polar al secțiunii transversale. 
A ; 


Rezultă expresia unghiului de răsucire specifică 


157 Mi (21.3) 
G-Ip 
«care, înlocuit în (21.2), duce la relația căutată : 
Dp eo (21.4) 
I; 
Efortul unitar tangențial maxim este 
M: C N 
oale. maai Mitea Mu | (21.5) 
„În Ip Wp 
f T maz 
iar ME N ! ait Wir In fér rg a (21.6) 
Tmas 


sste modulul de rezistență polar al secțiunii transversale. 
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La secțiunea circulară cu diametrul d rezultă 


7» di 
ji 32 v-d? 
W DOA == = . 27 i 
Did d 16 (21.7) 
2 2 


La secţiunea inelară, avind diametrul exterior D și cel interior d, rezultă : 


z( D! — d) 
32 (Di— d! í 
W OUAR A DD (21.8), 
D D 16D 
2 2 


Relaţia (21.5) este “utilizată sub următoarele trei forme : 


; i M ; 
— formula de dimensionare: Wp pe =; (21.9, a). 
Ta 
sp ) Me / 
— formula de verificare : ZI, lea SITA; (21.9, b} 
p 


— formula momentului de răsucire capabil: Misan = Wp'Ta (21.9, c) 
În relațiile (21.9), Ta este rezistența admisibilă la răsucire. 


21.3. DEFORMAȚII LA RĂSUCIRE 


Din relaţiile (21.2) şi (21.3) rezultă unghiul de răsucire pentru un element. 
de bară de lungime dz: 

M dx 

i G-I, 

unde G: I, este modulul de rigiditate la răsucire. 
Pentru o bară de lungime /, 


, (21.10) 


A i dr 
G-I 
ő p 
Dacă bara are secţiune constantă și M, = const. pe toată lungimea, atunci : 
Ai 5 Mail (21.11). 
G-Ip 


Uneori se impune o valoare admisibilă 0, a unghiului de răsucire specilică, 
astfel că din relaţia (21.3) rezultă o formulă de dimensionare 
SE Mi (21.12). 


Pnec G-0, 
21.4. ENERGIA DE DEFORMAȚIE LA RĂSUCIRE 
Pentru un element de bară de lungime dz, lucrul mecanic efectuat de 
t 1 
cuplul M,, a cărui valoare crește liniar cu rotirea dọ este = M, dọ. Lucrul 
mecanic total, înmagazinat de toată bara sub formă de energie potențială 


de deformație, este; 


w =z Med că (21.13) 


D201 i 
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21.5. CALCULUL ARCURILOR CILINDRICE ELICOIDALE 


Arcul cilindric elicoidal poate fi considerat o bară curbă în spaţiu. Dacă 
înclinarea spirelor este mare (fig. 21.5, a), forţa P, redusă în centrul de greu- 
“tate al secţiunii transversale (fig. 21.5, b), produce toate cele patru solicitări 
“simple : compresiune, forfecare, încovoiere și răsucire (fig. 21.5, c). 

La arcurile cu spire strînse, la care înclinarea elicei este foarte mică, forța 
.axială şi momentul încovoietor se pot neglija, rămînînd forţa tăietoare T = P 
:şi momentul de răsucire M; = P-R 

La arcuri cu rază mare de înfășurare, în comparaţie cu diametrul sîrmei, 
-efectul forfecării este neglijabil, solicitarea principală fiind răsucirea. 

Din formula de dimensionare la răsucire (21.9, a), în cazul secţiunii circulare, 
rezultă : 


Și 
„deci e PRR (21.14) 


„relaţie cu care se calculează diametrul sirmei arcului. 

Numărul de spire n se calculează pe baza formulei săgeţii arcului. Aceasta 
„se deduce ușor, egalind lucrul mecanic produs de forţa P cînd arcul se com- 
„primă cu săgeata f, cu energia de deformaţie.la răsucire 


2 pole SEI 
unde M, =P-R; E OTIR 1, = =a ; 
Rezultă săgeata arcului : 
- 64P-R°-n Hf Sh as : 
= —. 2 5 
CR (21.15) 
Relaţia (21.15) se mai scrie sub forma 
G-di 
2 = = k-f, 21. 
G4R:-n f f Co 


wnde`k este constanta elastică a arcului. Reprezentarea grafică a relației (21.16) 
se numeşte caracteristica arcului (fig. 21.6). 


EETA 
U A 
[AMi 


Tig. 21,5 
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din relaţia (21.16) rezultă numărul de spire : 


Gd! 
“r ëg 
64R?-k 


Pentru  oţelurile de. arcuri, Ta =4 000 — 6 000 daN/cm? şi G = 
=8,5:10ë daN/cm?. 


21.6. RĂSUCIREA BARELOR CU SECȚIUNE DREPTUNGHIULARĂ 


Studiul răsucirii barelor de secţiune dreptunghiulară se face în cadrul teoriei 
elasticităţii, deoarece în acest caz ipoteza lui Bernoulli nu mai este valabilă, 
secţiunile barelor se deplasează. a ; 

În figura 21.7 se arată distribuția eforturilor unitare tangențiale la o sec- 
ţiune dreptunghiulară. Efortul unitar tangențial maxim se produce la mijlocul 
laturii mari a dreptunghiului 


T = aMi 
pi e Aumar A 
La mijlocul laturii mici 
Taz mazs — Y'Tuz maz. 


Unghiul de răsucire specifică se calculează cu relaţia 


E 
B-h-b-G 


. 


Valorile coeficienţilor «, f şi y sînt date în tabelul 21.1. 


Tabelul 21.1 


0,313 0,333 


0,333 
0,859 0,795 0,766 0,753 0,742 0,742 


i În general, pentru secțiuni oarecare se pot utiliza relații generalizate de 
oma; - 


k 


unde Wa este modulul de rezistenţă la răsucire, iar I4 — momentul de inerție 
la răsucire al secţiunii. Valorile acestora se dau în manuale de specialitate. 
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500 dal cm 600 daN cm 


Fig. 21.7 Fig. 21.8 


APLICAȚIA 1 

Se cere să se calculeze efortul unitar tangenţial maxim în bara din figura 
21.8, a, precum şi rotirea secţiunii 2 faţă de încastrare. Se dă G = 
= 8,1105 daN/em?. 

Rezolvare 

Se calculează modulele de rezistență polare : 


7-13 3 TAA 
E E E VAL e E aa ja 3 
SE ee = 0,196 cm?, W 720 16 = 1,57 cm 


şi se construiește diagrama momentelor de răsucire (fig. 21.8, b). 
Eforturile unitare tangenţiale pe contur sînt : 


Me 100 daN 
Tip = —= = — = 509 inae 
Wp 0,196 cm? 
Me, 60 daN 
an mii ue aioooda! 
> Wps, 1,57 cm? 
Se calculează momentele de inerție polare 
i Toa $ a EA E ET 4 
23 îi = 0,098 em; Tosg T ONE OO 
apoi unghiul de rotire 
Mi la Mil 100-10 600-10 = 
Aa > E pt ap 0 0,0173 rad. 


AP T5 
G-Ip oo G-Ip, 81-10%:0,098  8,1-10::1,57 


APLICAȚIA 2 


Un arbore este antrenat cu o putere de N = 200 kW la o turație n = 
= 600 rot/min, și transmite puterile N, = 120 kW și respectiv N, = 80 kW 
unor consumatori (fig. 21.9, a). Să se dimensioneze arborele din oțel cu sa = 
= 400 daN/em? şi G = 8,1-10" daN/em?, să se calculeze rotirea relativă a 
secțiunii 2 faţă de secțiunea 0 şi să se verifice unghiul de răsucire specilică 
Știind că 0, = 1,8:107 rad/em, 
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Rezolvare N N, N, 
D 
Se trasează diagrama puterilor (fig. 21.9, b) ORIPOR 2) 


şi se calculează momentele de răsucire cores- a 
punzătoare intervalelor 0—1 şi 1—2: 
Mp, = 95498 A. = 95 498 20 — 
l n 600 
— 31 831 daN-em, A 


31837 
ISI] 127324 
YUTAN 


Fig. 21.9 


Mi = 95493 TE = 95 498 È = 


n 


= 12 732,4 daN-cm. 
0 


Se poale trasa şi diagrama M, (fig. 21.9, c). P 
Din relaţiile (21.7) și (21.9, a) ceri pentru 


diametrele arborelui : 
IG 16-31 831 
— = 7,4 cm, 
NTa Te TEA 


3 [16M,. 16 Mes 16-12 1612732,4 
ilh = == = 5,45 cm. 
META T iA e 


Se aleg pentru diametre valorile normalizate d, = 7,9 cm şi d, = 5,5 cm. 
Unghiul de rotire a secțiunii 2 față de secțiunea 0 are expresia : 


Ag Jal Mesa "lo Mis le 
20 , 
G-17, G Tr; 
4 4 
unde : ip S E OA Ong. a e T NOT0ă 
: 32 e 
Rezultă : 
31 831-15 12 732,4 -20 
2 m3242 L 0,0054 rad. 


Aona a So 
Peo 0 1-10: 310,47  8,1-10°- 89,79 


Se calculează unghiurile de răsucire specifică pe cele două intervale, cu 
relația (21.3): 


M: 31 831 rad 
O = E 0O O 
G-Ip, 8,1- 105- 310,47 cm 
Mu, - 12 732,4 rad 
0 E 1 75100, 
cm 


1 Gol  8,1:105-89,79" 


APLICAȚIA 3 
Să se determine momentul de răsucire capabil pentru bara din figura 21.10, 
precum și rotirea secţiunii 3 față de încastrare. Bara este din oţel CURTA == 


= 600 daN/em? și G = 8,1:105 daN/cm?. 


Rezolvare 
Momentul de răsucire capabil are expresia - 
Mı = Wata N Ta: 


Pentru secțiunea circulară : 


MWg EW Medar = 


oap 


iar pentru sceţiunea. drept- 
unghiulară ; 


Wi = a'h: bè = 


= 0,231-1,5:12 = 0,3465 cm?, 


unde «&« = 0,231 pentru -. = 


= 1,5 (tab. 21.1). 


Rezultă : 
II (i = 0,3465- 600 = 207,9 daN: em. 
Unghiul de rotire a secţiunii 3 faţă de încastrarea 1 are expresia : 
Meal Mel 
A = cota t Hg 
To are $ CN 
cedi T21 y ; 
unde I, Ri, a TAR 1,57 cm4, 
32 32 


Ta— B-h-5 = 0,196-1,5-1° = 0,294 cm‘, 
pentru = = 1,5, B = 0,196 (tab: 21.1). 


Rezultă : 
207,9 -20 207,9 -10 


n AP 002 adh 
8,1- 105: 1,57  8,1-105 -0,294 


A esa = 


APLICAȚIA 4 . 


Să se dimensioneze bara încastrată la capete din figura 21.11, a din oțel, 
cu secţiune circulară, cu Ta = 500 -daN/em?. x 

Rezolvare i M, 500doNem  1000daNem ns, 

Ecuația de proiecţie a momentelor 
pe axa barei se scrie : 


Sistemul este simplu static nedeter- 
minat. i > 

Problema se rezolvă prin suprapu-  (%0Ncm/ 
nerea efectelor. 

Dacă acļionează numai momentul 
din secțiunea 3, condiția de deformaţie ME 
Aus = Apa; se serie Miehs Mai (senam 

E Ă G-I, G-Ip -750 
sau Mı’ l = M; 3l. 

Dar ecuația de echilibru este M; + 
+ M, = 500, deci M; = 375 daN-cm, 
Ma = — 125 daN'cm, valori cu care 
se construiește diagrama momentelor 
de răsucire din figura 21,11, h, 

Similar, dacă acționează numai mo- 
mentul din secțiunea 4, condiția de de- Fig. 2111 


250. 
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formatie Apu = Așa sau M 3l = Ml şi ecuaţia de echilibru M; + 
+ My = 1000 conduc la Mi” = 250 daN-cm; Mg = — 750 daN::m; dia- 
grama corespunzătoare a momentelor de răsucire este trasată în figura 21.11, c. 

în cazul acţiunii simultane a celor două momente, diagrama momentelor de 
răsucire are forma din figura 21.11, d. Rezultă: 


| Mi maz | = 875 daN- cm. 
Se aplică formula de dimensionare 


M 875 i 
times E 75 cm3, 
Ta 500 


W 


Pace 


deci, == 175, de unde rezultă d = 2,073 cm. Se alege d =21 mm. 
[tă 


APLICAŢIA 5 


Un arc cilindric elicoidal avînd raza de înfăşurare R = 4 cm și numărul de 
spire n = 8 este comprimat de o forță P = 125 daN. Să se dimensioneze arcul 
şi să se calculeze săgeata f, cunoscînd 7, = 5000 daN/cm? și G = 
= 8,5-105 daN/em:. 


Rezolvare 


Se dimensionează arcul după formula (21.14) 


à 3/16P-R 3/ 16-125 -4 
d = E e 
TE "Ta 7 5 000 


Se alege-d = Smm. 
Săgeata arcului are 'expresia (21.15) : 
f —264:PeRtzn, n 64-125:43:8 


= 11,765 cm. 
Gd! | 8,5-105-0,84 ; | 


. %22: 


ÎNCOVOIEREA 


O bară dreaptă este solicitată la încovoiere dacă în secțiunea transversală 
acţionează un moment al cărui vector este perpendicular pe axa barei. 

Încovoierea pură este solicitarea produsă atunci cînd în secţiunea trans- 
versală acţionează numai un moment încovoietor, dirijat în lungul unei axe 
centrale principale de inerție a secțiunii. i e: 

Încovoierea simplă este solicitarea produsă de acţiunea simultană a unui 
moment încovoietor și a unei forțe tăietoare. 

Încovoierea oblică este produsă de un moment a cărui direcţie nu coincide 
cu direcţiile axelor centrale principale de inerție ale secţiunii. 
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22.1. MOMENTELE DE INERȚIE ALE SUPRAFEŢELOR PLANE 


Caracteristicile geometrice ale secţiunii transversale a barei care intervin 
în calculul la încovoiere sînt momentele de inerție axiale și modulele de 
rezistență axiale, 

Momentele de inerție axiale (11.7, a) se calculează descompunind suprafața 
în dreptunghiuri, triunghiuri, cercuri etc. (la care se cunosc momentele de 
inerție) şi aplicind teorema lui Steiner (11.14, b). Pe baza relaţiilor de 
definiţie (11.7, a) se stabilesc următoarele expresii ale momentelor de inerție 
axiale faţă de axele centrale principale : 

a) La cercul cu diametru d, 


64 
b) La suprafața inelară, cu diametrul exterior D şi diametrul interior d, 
n(D! — d:) 
PS lu Si Biroae «i 
c) La dreptunghiul cu laturi b şi h, latura b fiind paralelă cu axa Oz, 


b-h? hb? 
Ie = 
1 12 


3 dy = 


La suprafețe complexe se face suma momentelor de inerție ale suprafețelor 
componente, calculate faţă de o axă centrală principală a întregii suprafețe, 
utilizînd formula lui Steiner. 


22.2. ÎNCOVOIEREA PURĂ A BARELOR DREPTE 


Se consideră o porţiune de lungime dz dintr-o bară de secțiune constantă, 
solicitată la încovoiere pură (fig. 22.1, a). În urma aplicării momentelor 
încovoietoare M, bara se deformează ca în figura 22.1, b, cele două secțiuni 


Fig. 22,41 
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situate iniţial la distanța dx rotindu-se relativ cu unghiul de, dar rămînind 
plane, contorm ipotezei lui Bernoulli. 

Dacă s-ar presupune că bara este formată din fibre longitudinale, atunci 
s-ar observa că, în urma încovoierii barei, unele fibre se întind, altele se 
comprimă. Se alege un sistem de referinţă triortogonal, cu axa Oz dirijată în 


een) — 
lungul fibrei care nu se alungeşte prin deformația de încovoiere, «b =ab, 
numită fibra medie a barei. Fie p raza de curbură a fibrei medii. 
O fibră situată la distanța y de fibra medie are lungimea inițială mn = dr = 
=V = p:dg, iar după aplicarea solicitării devine 
TANT 
min = (y F p)de. 


Lungirea acestei fibre este 


EN TFN LIN ` 
Aldy) =In =mn' —ml = min — ab =y: do: 


Lungirea specifică este : 


Aplicînd legea lui Hooke (18.13) rezultă : 
a TOS ISS (22.1) 
e 


deci eforturile unitare normale variază liniar cu distanţa la fibra medie 
(fig. 22.1, c). Axa 0z, în lungul căreia eforturile unitare produse de încovoiere 
sînt nule, se numește axa neulră a secțiunii. 

Pentru a stabili legătura între momentul încovoietor M și eforturile unitare o- 
se scriu relaţiile de echivalență între forțele elementare o-dA şi eforturile 
secţionale. Fiind paralele cu axa Oz, forțele o-dA pot produce numai forță 
axială şi momente încovoietoare, dar dintre acestea există numai momentul 
dirijat în lungul axei 0z. 

Rezultă relaţiile de echivalență : 


N = fo-d4 =0; M, = [u-c:dA =M; M; = [z:c:d4 =0. 
=A A A 


(22.2) 
Înlocuind (22.1) în (22.2), se obține 
— (vaa Lg Z (yraa =M; Z fenaa S 
P e , e 
5 A A 
sau 
(uaa =0; alia Mi; ij =0, (22.3) 


A 


Conform primei relaţii (22.3), momentul static al suprateţei secţiunii trans- 
versale calculat faţă de axa Oz este nul, deci axa Oz trece prin centrul de 
greutate al acesteia, 
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Contorm ultimei relatii (22.3), momentul de inerție centrifugal faţă de 
axele Oy şi Oz este nul, deci acestea sint axe principale de inerție ale secțiunii. 

În concluzie, Oxyz este un sistem de axe centrale principale de inerție ale 
secţiunii transversale, 

Din a doua relație (22.3) rezultă curbura Darei : 


= a, (22.4 
e dr E-I, ) 
care înlocuită în relația (22.1) conduce la formula lui Navier : 
Mo = 
RARA (22.5) 
le 
Efortul unitar normal maxim are expresia : 
ALU max M M 99 
G 5 — n — a 2.6 
maz = T W (22.6) 
Y mas 
y T i 
unde Wa = (22.7) 
Y mas 
este modulul de rezistență axial al secțiunii transversale. 
La secțiunea circulară cu diametrul d, 
ai 
= G4 Td 
Wai gbt en (22.8) 
a a 32 
2 2 
La secţiunea inelară, avînd diametrul exterior D şi cel interior d, 
HD-a 
; 64 n(Dt— di 
we 7D) (22.9) 
D D 32D 
2 2 
La secțiunea dreptunghiulară, cu baza b şi înălțimea h, 
b-h 
I; 2 b-h 
AP Ve iei pecetea să o 22.10 
EET h 6 ( ) 
SS 2 
Relația (22.6) este utilizată sub următoarele forme : 
S ` M 
— formula de dimensionare : wW EAM (22.11, a) 
înec d, 
Eee M 
— formula de verificare: . o, =% < dati „(2244 b) 


. t 5 W: ve ani A 
— formula momentului încovoietor capabil: Meap = W'a, . (2211, c) 
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a b c a b 
Fig. 22.2 Fig. 22.3 


În relaţiile (22.11), o, este rezistența admisibilă la încovoiere, iar M — cel 
mai mare moment încovoietor din bară, care se spune că acţionează în „sec- 
ţiunea periculoasă“. 

O grindă rezistă cu atît mai bine la încovoiere cu cît W, este mai mare. 
Forma secţiunii transversale este cu atît mai raţională, cu cît W, este mai 
mare, pentru un consum de material cît mai mic, deci pentru o valoare cît 
mai mică a ariei secţiunii transversale A. 

În figura 22.2 se arată trei secțiuni cu arii egale, la care prin distribuirea 
judicioasă a suprafeţei (cît mai departe de axa z) se obţine un modul de 
rezistență tot mai mare. 

Astfel : : 

4803 (fig. 22.2, a); 


W, —12a2 =1,5W, (fig. 22.2, b); 
W; = 230 = 3 W] (fig. 22.2, c). 


În figura 22.3 se arată două secţiuni avînd acelaşi modul de rezistență Wz. 
Secţiunea inelară, avînd suprafața mai judicios distribuită, are aria egală cu 
0,55 din aria secţiunii circulare, ducînd deci la importante economii de mate- 
rial. În acelaşi scop se utilizează în construcții metalice profilele laminate în 
formă de I, U sau L (Anexa 6). 

În ceea ce priveşte deformațiile, deoarece pe porțiunile de bară solicitate la 
încovoiere pură M = const., din relaţia (22.4) rezultă că în cazul barelor de 
secțiune constantă 

aL ee Me consti (92.12) 
e E-I; 4 
deci p = const., bara se deformează în formă de arc de cerc. 
În relaţia (22.12) produsul E: I; se numeşte modul de rigiditate la încovoiere. 


22.3. ÎNCOVOIEREA. SIMPLĂ A BARELOR DREPTE 
În cazul încovoierii simple, se ţine seama de acţiunea combinată a momen- 
telor. încovoietoare şi a forţelor tăietoare. Forţele tăietoare produc eforturi 


unitare tangenţiale, iar acestea deformaţii. suplimentare de lunecare. 
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Fig, 22.4 Fig. 22.5 


Datorită distribuţiei neuniforme a eforturilor unitare tangenţiale, apare 
o deplanare a secţiunii transversale (fig. 22.4), deci ipoteza lui Bernoulli 
nu mai poate fi- utilizată la deducerea formulei eforturilor unitare. y 


TSS W aT, ET 
Se apreciază că la bare la care raportul = (între înălțimea secțiunii și 


deschiderea barei) este mic, calculul eforturilor unitare normale se poate 
tace cu formula lui Navier (22.5) dedusă pentru încovoierea pură. La barele 


h ; y : E | mi 
care au raportul = relativ mare, formula lui Navier dă valori ale eforturilor 


unitare normale mai mari decit cele reale. 


22.3.1. DUALITATEA EFORTURILOR UNITARE TANGENȚIALE 


Se consideră un element de volum paralelipipedic, detașat dintr-un corp 
elastic pe feţele căruia acţionează eforturi unitare normale şi tangenţiale. 
În figura 22.5 s-au desenat numai eforturile unitare ce acționează într-un plan 
paralel cu xOy. Ecuația de momente faţă de axa 0,2, (paralelă cu 0z), care 
trece prin centrul paralelipipedului, se scrie 


27yr" dye dz =, — 2rzy* dy: dz = = 0, 


deci : S 3 De (22:13) 


primul indice arată axa cu care este paralel, iar al doilea — normala la supra- 
fața pe care acționează efortul unitar respectiv. 


Relația (22.13) exprimă dualitatea eforturilor unitare tangen{iale. Într-un 
‘corp elastic, pe două plane perpendiculare între ele acţionează eforturi unitare 
langenţiale ale căror componente perpendiculare pe muchia comună a celor 
două plane sînt egale şi orientate simetric. 


22.3.2. EFORTURI UNITARE TANGENȚIALE 


„Fie un element de lungime da, detaşat dintr-o bară solicitată la încovoiere 
simplă (fig, 22.6). Pe secţiunea din stinga acţionează eforturile M şi T, iar pe 
cea din dreapta M + AM şi T. 

Se secționează apoi acest elem 


ent cu un plan paralel cu z0z, la distanţa y 
de acesta, obţinîndu-se elementu 


l desenat cu linii mai groase. 
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Fig. 22.6 


Pe feţele laterale ale acestui element acţionează eforturi unitare normale c. 
respectiv o + do şi eforturi unitare tangenţiale. 

Se consideră că (ipoteza lui Juravski) în lungul unei coarde BC, paralele cw 
axa neutră 0z, componentele 7, ale eforturilor unitare tangenţiale sînt 
constante. 

Datorită dualității eforturilor unitare tangenţiale, pe faţa superioară lon- 
gitudinală a elementului acţionează eforturile unitare 7, egale cu cele din 
secţiunile frontale, din lungul muchiei comune. 

Rezultanta forţelor elementare produse de eforturile unitare normale pe fața 
din stinga a elementului este : 


NA f A S To da= A | Al = ms, (22.14) 


BČD BČD “BED 


unde S este momentul static al suprafeţei BCD faţă de axa 0z. 
Pe fața din dreapta a elementului acţionează forţa : 


(M + 4M)S 


2 


Ni ANI 


iar pe fața superioară, forța longitudinală 7: b- dx. 
Ecuația de proiecții pe axa Oz a forțelor ce acționează asupra elementului 


considerat se scrie : 
n/a ap Tzu b* dr — (N, + AN.) =0. 


1 aN = 
Se obţine: Tey =—. —— 22.15 
t zy ae 9 ( ) 

As sp a a E 8. 

li GEZA Dia ide 
Deoarece — =T şi Tey = Tyg, rezultă formula lui Juravshi : 
T'S 

Tys ==" 22.16 
u= (22.16) 


Lp Se observă că Tys depinde de raportul 
S f eee 
g deci de ordonata y. În cazul secţiunii | 
A Aaa bh | 
ER dreptunghiulare (fig. 22.7), I; = — şi f 
prp 12 
h abaf ds b (le | 
S= bl——y|—|— = (2) = 
TRE) zl au, (7 TU i] 
b-h? 4y? 5 
= ——— — — | 
8 hepi 
X Geg 3 T 4y? 7o 
deci : e ae E zu E ; 
; b-I 2 Üh na , 


Componentele paralele cu forța tăietoare ale eforturilor unitare tangențiale 
au o distribuție parabolică pe înălțimea secțiunii. Valoarea maximă se produce 
în lungul axei neutre : 


Sp 
iz ri 2, 
z (22.17) 


În cazul secțiunii circulare (fig. 22.8), b = 2r sin 9 ; y.=reos0; dy = 
= — r sin 0: d0, iar aria suprafeţei elementului hașurat este 


dA = b-dy = — 2r? sin? 0 -d9 ; 


deci, momentul static al suprafeței situate sub coarda b, calculat față de 
axa 0z, este: 


o o 
S =(y-a4 = (2r sin? 0-cos 0- d0 =r sin? O. 
d 0 i 
T 2 rsin? 0 
3 


Rezultă : Tai = = = Z sin 0, 


4 
2r sin. 0: 
4 


vu 


cu valoarea maximă în lungul axei neutre de: 
4 T 
` Tmas = T (22.18) 


La secțiunea în formă de I (fig. 22.9), diagrama eforturilor unitare rea 
este formată din arce de parabolă, cu o discontinuitate în dreptul trecerii de 
la „tălpile“ la „inima“ profilului, unde coarda b are un salt. 


va 


Yx 


A 
Cmax 


Fig, 22,8 ; Fig. 22.9 
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-29.3.3, COMPARAȚIE ÎNTRE VALORILE EFORTURILOR UNITARE c ȘI 7 


Fie bara din figura 22.10, cu secțiune dreptunghiulară b x h. 
Efortul unitar normal maxim apare în încastrare, avînd valoarea : 


Mm _ Pl BP. 


(9) = = =n 
ee a a 
6 
Efortul unitar tangențial maxim este : 
e E a cl 
Sai E CI 
Se observă că raportul: 
a e 
Omaz 4l 


y ia Han : ; 
depinde de raportul T între înălțimea secțiunii transversale și lungimea 


aril : GR a , 
barei. La barele cu raportul a Ss , la care de obicei ipoteza lui Bernoulli 


este verificată, eforturile unitare tangențiale sînt neglijabile față de cele nor- 
male, dimensionarea făcîndu-se numai pe baza momentului încovoietor. 


„22.34, LUNECAREA LONGITUDINALĂ | 

Se consideră două bare suprapuse (fig. 22.11, a) în consolă, solicitate la 
încovoiere de forța P. 5 

Dacă barele nu sînt îmbinate şi se neglijează frecarea pe suprafețele de con- 
tact, deformarea are loc ca în figura 22.11, b. Fibrele de sus ale barei de 
jos sînt întinse, în timp ce fibrele de jos ale barei de sus sînt comprimate, 
cele două suprafețe în contact lunecînd una față de cealaltă. Fenomenul se 
numește lunecare longitudinală. 

Dacă barele sînt îmbinate, ele lucrează împreună la încovoiere, ca o singură 
giindă compusă. Elementele de asamblare împiedică lunecarea longitudinală, 
fiind solicitate la forfecare (fig. 22.11, c). Dimensionarea acestora se face pe 
baza valorii forţei de lunecare longitudinală N.. 


TER 
Te 33 


Fig, 22.10 Fig. 22.11 
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19 — Mecanica și rezistența materialelor — cd, 164 


Fig. 22.12 


Fie grinda metalică din figura 22.12, a îmbinată prin sudare. Conform 
relaţiilor (22.15) şi (22.16), forța de lunecare are expresia : 


BSS: 
Tzi 


N, = (zac da = 


l 
aa: o 


boti aee DU 7 20: EFES ra UD 
2 12 12 


unde : S = 


Cordonul de sudură este solicitat la forfecare (fig. 22.12, b). În planul de 
fortecare (hașurat) se dezvoltă eforturi unitare tangenţiale. Considerînd că 


acestea sînt uniform distribuite, rezultă : 


N, 
tei eN 
a-l 2a-l 


deci forța capabilă a unui cordon continuu de sudură este : 
SA = Tast el, e 


unde Tas este rezistența admisibilă là forfecare a cordonului de sudură. 
Egalind forța de lunecare cu forța capabilă a două cordoane de sudură, 
rezultă : 
T-S 
IL 


L= PA UAA 


deci, grosimea minimă a cordonului de sudură este: 


5 ST ST 


TE Ý : = 2I, * Tae 


, 


unde S este momentul static al suprafeței corespunzătoare tălpii secțiunii, 
calculat față de axa 0z. 
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22.3.5. FORMA OPTIMĂ A BARELOR SOLICITATE LA INCOVOIERE 


În lungul unei bare solicitate la încovoiere simplă, momentul încovoietor 
variază. Dacă bara are secliune constantă, atunci numai în secţiunea peri- 
culoasă cfortul unitar maxim este egal cu rezistența admisibilă la încovoiere. 
Rezultă o supradimensionare a barei în celelalte secțiuni. 

O soluţie mai raţională din punct de vedere al economiei de material o 
constituie barele de secțiune variabilă. Forma tehnologică se realizează prin 
variația în trepte a diametrului, Astfel, la bara din figura 22,13, tronsonul 1 
se dimensionează pe baza momentului M,, tronsonul 2 — pe baza momen- 
tului M, și tronsonul 3 — pe baza momentului Ms. Faţă de soluţia cu sec- 
țiune constantă în lungul barci (linie întreruptă), se obţine o bară mai ușoară, 
cu costul suplimentar al prelucrării. 

Se pot proiecta bare cu secţiune variabilă realizate astfel încit în orice 
secţiune efortul unitar maxim să fie egal cu rezistența admisibilă. Acestea se 
numesc grinzi de egală rezistenţă ; trebuie îndeplinită condiţia : 


Ma), 


Ca 


W(x) = (22.19) 
deci modulul de rezistenţă axial W, să aibă aceeași lege de variaţie în lungul 
barei ca și momentul încovoietor. 

Fie bara din figura 22.14, de grosime constantă h şi lățime variabilă 


b 
z(x) = ma 
Relaţia (22.19) se scrie: DI zile q 
zh? Per 
T m 3 f 
6 CA 
o 6P ; 
deci : ri ZII 2 ; ; y 
t Oa hè j 


astfel că variația liniară a a => la Suis condiţiei de egală 
rezistență la încovoiere. - 


4 4 a r Ţ 


Fig. 22.13 Fig, 22.14 
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E Forma din figura 22.14 este netehnologică. Prin tăie- 
rea barei în fișii şi suprapunerea fişiilor, ca în figura 
22.15, se realizează arcul cu foi. 


22.3.6. ENERGIA DE DEFORMAȚIE LA ÎNCOVOIERE 


Pentru un element de bară de lungime dz, solicitat 
la încovoiere de momentul M, rotirea relativă a secti- 
unilor din capăt este (22.4) 


IVI 


Lucrul mecanic efectuat de cuplul M pe rotirea elas- 
tică dọ se înmagazinează în elementul de bară sub 


Fig. 22.15 formă de energie potențială de deformație : 
| 1 M? -dx 
dW =— M'dọ= M-ar 
2 JESE 


Energia acumulată de întreaga bară are expresia : 


W = | MRI e, (22.20) 
2E-1, 4 
l 


22.4. ÎNCOVOIEREA OBLICĂ A BARELOR DREPTE 


Se consideră bara din figura 22.16, a solicitată de sarcina distribuită p situ- 
ată în planul xOy. 

Într-o secţiune oarecare, momentul încovoietor M este dirijat în lungul axei 
Oz, a cărei direcţie nu coincide cu axele centrale principale de inerție 1 și 2 
ale secţiunii (fig. 22.16, b). 

„+ Dacă ipoteza lui Bernoulli este valabilă, deformația specifică într-un punct 
oarecare N(z, y) este o funcţie liniară de coordonate. În limitele de aplicabi- 
litate ale legii lui Hooke şi eforturile unitare normale au o variaţie liniară, 
deci : i 

o =B-y + Cz +D. (22.21) 


Constantele B, C și D se determină din cele trei condiții de echivalență între 
eforturi și eforturi unitare : 


f o-dA=0; foyda =—M; [o:z:d4 =0. (22.22) 
A A A 


Înlocuind. expresia (22.21) în relaţiile (22.22), rezultă expresia efortului 
unitar normal în punctul N : 


apt et AEV (22.23) 
II, — Ig 


unde M este dirijat în sens contrar axei Oz. 
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Fig. 22.16 


Ecuația axei neutre se obţine anulind expresia (22.23). 


a I 
Se obţine: y == z, 
I, 


deci panta dreptei respective este tg 8 = E (v. fig. 22.16, b). 


Planul care conține axa deformată a barei este perpendicular pe axa 
neutră. El nu coincide cu planul forţelor, care este perpendicular pe vectorul M. 
De aici denumirea de încovoiere oblică. : 


22.5. DEFORMAȚIILE BARELOR DREPTE SOLICITATE: 
LA ÎNCOVOIERE 


ny z ES 
Admițînd valabilitatea ipotezei lui Bernoulli, studiul deformațiilor barelor 
drepte solicitate la încovoiere se reduce la studiul formei deformate a axei 
barei, denumită linia elaslică a barei. 

Se notează cu v — săgeata barei (deplasarea pe direcția y) în secțiunea v 
şi cu o unghiul de rotire al secțiunii transversale, egal cu înclinarea tangentei 
la linia elastică a barei (fig. 22. 17)-5k 

Admiţind ipoteza micilor deformaţii (v. subcap. 18.4), se fac următoarele 


aproximări : 
D tgp PIAA) 
dr nae 
dèv 
1 gpr P 
> — = z — 
p 


(22.25) Fig. 22.17 


E papat (22.26) 


i j ps i i d?v 
În cazul sistemului de axe din figura 22.17, deoarece derivata a doua da 
T 


este negativă (concavitatea spre funcţii negative) cînd momentul M este 
pozitiv, relația (22.26) devine : 
` M(: A oy 
a _ MO, (22.27) 
da? E-I, 
Relaţia (22.27) se numeşte ecuația diferențială a liniei elaslice a barei. 
Prin integrarea acestei ecuații se Sua expresiile analitice ale pantei și 


săgelii în orice secţiune a barei. 


Metoda integrării analitice a ecuaţiei liniei elastice a barei, prezentată în 
continuare prin două exemple, se aplică la bare cu încărcare relativ simplă, 
cu maximum două deschideri cu ecuaţii diferite ale momentului încovoietor. 


22.5.1. BARA ÎN CONSOLĂ ÎNCĂRCATĂ CU O FORȚĂ IN CAPĂT 


Se consideră bara din figura 22.18. Momentul încovoietor în secţiunea z 
are expresia : 
M(x) = — P-L+ Po. 
Ecuația diferenţială a liniei elastice este : 
000 AES E (o pe i Da ea Dap 
da? 


Prin două integrări succesive se obţine : 


Bop se Zs [At pal 


pape 


Co. 
Constantele de integrare C, şi C, se determină pe baza condițiilor la limită ; 
în încastrare, panta și săgeata sînt nule: 
alka D ve =0: 


Rezultă C, = Ga = 0, deci expresiile 
pantei și săgeţii devin: 


EJ, 
22,28) 
E E A 
Fig, 22,18 „lar a 
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D or 


În capătul barei, pentru z = l, 
săgeata maximă este: 


li] — 
TEER 1 TE aA 
v Sau e P = 7 
i 3E-1 i pdl TR ql 
p aan X t 
é - ISZ 
22.52. BARA SIMPLU REZEMATĂ Sai E S CUE 
ÎNCĂRCATĂ CU O SARCINĂ jt 
UNIFORM DISTRIBUITĂ 
Fig. 22,19 


Momentul încovoietor în secți- 
unea xv a barei din figura 22.19 
are expresia 


l «a 
M(x) EESE Se 
2 
Ecuația .diterenţială a liniei elastice este : 
D sapa 0 
ELS aa erana 53 


Se integrează de două ori: 


ă dxe x? 3 
Ele preon LG 3 
i A sa GORO 
L aci 
Di ese e +C + Cu SAR 
s apoi se determină constantele de: integrare" „că condiţiile = pe” reazeme Se 
geata să fie nulă: > 
U  le=o =0, v V lani == D: ; a: 
3 
Prima condiţie dă Gia = 0, iar a. “doua Gs = ce i 
= -MEI 
Rezultă ecuaţiile de Tonnan > 4 
: E ETTETTE g sp gi “3 iriton i aziteryr Pi “y 
ETa a N ne 
i T; 024 si la 


E qE (ae — x3 jee = (6 a aù at — 2l- ace) SE (22.29) 


241 2414 128 24 


- De =; F SN 
Săgeata maximă-la-mijlocul-barei (pentru smi) este. è 

5g- = 
38451, 


f= 


Unghiul pe reazemul din stînga (pentru x = 0) este 


qe 
AEI, 


Ali 
Alte metode pentru calculul detormaţiilor sînt prezentate în capitolul 27. 
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APLICAŢIA 1 


tată de un moment încovoietor 


daN:cm, dacă a =1 cm. 


Rezolvare 


latura de sus a figurii, rezultă : 


l 
yo A 30a? — Gaz 


Fig. 22.20 


axa Gz, utilizînd formula lui Steiner: 


2, = 3 Ha? 
Cree e E a80; 5af 
16 12 16 


ECEN 
z 12 


Din formula lui Navier rezultă 


Myr 2,25 daN 
pita se. 2000;2.2352* ro o oprit 
E 80,5 cm? 


APLICAȚIA 2 


Să se dimensioneze bara: din figura 19.12, a din oțel cu ca = 800 daN/em?, 


avind secţiunea din figura 22.21. 


Rezolvare 
Din figura 19.12, a rezultă M mar ~ 29 daN-m, deci 


Woon _ 2500 __ 3 195 em? 
LA Sat Ta ZI Del . 
a Ga 800 


Se calculează poziţia cent 
faţă de axa z': - 


6a2-0,75a - da2 -2a 
Ye PRE ES a = 1,06254. 
X — oq“ 5 


Momentul de inerție față de axa Gz 
este : i l 


4a(1,50) 
L= saan + 6a?(0,3125a)? + 


Da, 
H B+ 2a+(0,93750) = 3,63545, 


iar modulul de rezistență axial al secţi- 
unji ; 


T 3, 4 
W, ppt a 035a E 2,5280, 


Y muz 1,43754: Tig: 22.21 
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__ ZiAcy, _ 30a:3a — ba 4a _ 275a. 


Se calculează momentul de inerție față 


Să se calculeze efortul unitar normal cx în 


punctul K al secțiunii din figura 22.20, solici- 


M, = 5 000 


Se determină poziţia centrului de greutate 
al figurii. Luînd ca axă de referinţă 0z, 


de 


rului de greutate al secţiunii din figura 22.21 


na 


Vp =200daN 


Ma: 200 
l=100cm doNm 


Fig. 22.22 


Egalind cele două expresii ale lui W, adică 2,5280? = 3,125, rezultă a = 
= 1,073 cm, deci se alege 
a = Il mm. 


APLICAŢIA 3 


Pentru bara din figura 22.22, a, să se calculeze eforturile, unitare normale 
în punctele A, B şi D ale secţiunii din încastrare. Bara este gin otel cornier cu 
aripi neegale LL 80x65x10 dig 22.22; 1b). 


Rezolvare | i f . 
Pentru profilul 118065 x 10, în SPAS: 425470 (anexa 6; tabelul 2), se 
găsesc momentele de inerție ale secţiunii JE zi pa IAS: 3 cil uz d 8a3a CINĂ 
şi se poate calcula Izp = 36,92 cmi.. .. g3 
Aplicînd formula (22.23) : i aldur il M'se obtin 
| y EIUS: | 
— 4,69 -36,92 + 2,55+48,3 


D250 194.09 AO Ai ABERASTA AL = 383, 48 E 
Pa 82,2-48,3 — 36,922 Í 


~- 


1,81 -36,92 55 -48,3 
T TIEA E OE A E 1457, aE, 
82,2-48,3 — 36,922 
1,81 -36,92 — 5,45:48,3 daN 


on ea oaa 21104 = — 1 506,68 Œ. 
82,2-48,3 — 36,922 


AROCATIA 4 i 

Să se verifice grinda reprezentată în figura 19.12, 76, Yealizală din>două 
profile 110 „așezate ca în figura 22.23, dacă oa = 1 400 daN/em, 

Rezolvare 


Din figura 19.12, e rezultă : | Mmaa | = 900 daN: m) & 

În anexa 6, tabelul 4, pentru profilul T10 se găseşte Ș 
momentul de inerție: Î; = 171 cm, Pentru secţiiinea 
grinzii, momentul de inerție J, va fi: jh 


Ti =2]; = 342 cmi, Fig. 22,23 
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I, 342 


= = 08,4 cm, 
5 


iar W, = 


Y mas 


Înlocuind în formula de verificare (22.11, D), se obține 


M 900; r daN 
îi) m O = 1 315,792 oa 
W: 68,4 cm? 


23. 


ELEMENTE DE TEORIA ELASTICITĂŢII 


23.1. STAREA GENERALĂ DE EFORTURI UNITARE 
ȘI DE DEFORMAȚIE 


Se consideră un corp elastic în echilibru statie sub acţiunea forțelor exte- 
rioare Pi, Pa P; (fig. 23.1). Dacă se decupează din interiorul corpului un 
paralelipiped elementar de laturi dx, dy, dz, pe fiecare faţă a acestui element 
de volum va acţiona un efort unitar de direcţie oarecare, ce poate fi descompus 
în trei componente paralele cu axele Oxyz, reprezentînd cîte un efort unitar 
normal şi două eforturi unitare tangenţiale (fig. 23.2). Eforturile unitare nor- 
male o au un indice corespunzător axei cu care sînt paralele, în timp ce efor- 
turile unitare tangenţiale t au doi indici, primul reprezentind axa cu care sînt 
paralele, al doilea corespunzind axei normale la secțiune. 

Prin urmare, în cazul general de solicitare, starea de eforturi unitare se carac- 
terizează prin trei eforturi unitare normale os, c,, o, şi șase eforturi unitare 
tangenţiale, care, conform principiului dualității. (v. $ 22.3.1), sînt egale două 
cîte două 

Try = Tyr șI Tyz = Tzy > Tr IE 


Ls îi 


Fig, 23.1 Fig. 23.2 
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R7 


Concomitent în corp apare și o stare de deformaţie, caracterizată prin lun- 
girile specifice ea, €p, e. și lunecările specifice Ysy =Yyz; Yyz e 
Yer = Yre 


23.2. EFORTURI UNITARE ÎN JURUL UNUI PUNCT 


„Dacă se cunosc eforturile unitare dintr-un punct al unui corp, pe trei direcţii 
perpendiculare între ele, se pot determina eforturile unitare pe orice direcţie 
orientată diferit faţă de acestea. 

Pentru aceasta, în jurul punctului respectiv se izolează un tetraedru ele- 
mentar (fig. 23.3, a) a cărui faţă înclinată BCD este orientată prin versorul 
normalei A(x, B, y) unde « = cos(ă,1); B = cos(7, J); y =cos(ă, k) sint 
cosinuşii directori ai normalei, iar 2, J, ķ sînt versorii axelor Oz, Oy, Oz. 

Se presupune că se cunosc eforturile unitare normale și tangenţiale pe cele 
trei fețe ale tetraedrului din planele de coordonate şi se cere determinarea 
efortului unitar p de componente Pr, Py, Pz ce acţionează pe fața BCD. 

Pentru exprimarea componentelor lui p în funcţie de oz, Oyi Oz Try Tyz 
Taz se serie echilibrul forţelor ce acţionează asupra teiraedrului elementar 
OBCD. Dacă dA este aria suprafeţei BCD, ariile suprafețelor OCD, ODB 
şi OBC au expresiile : 


dA, =a:d4; dA, =B-d4; dA, =y-dA. (23.1) 
Ecuația de proiecţii a forţelor pe axa Ox (fig. 23.3, b) este: 
Pa:d4 = or UA + iep UA + tar dAn (93.9) 


sau, înlocuind (23.1) în (23.2): - 
Pa 7 Gata ate Tae Tae aa : (23.3) 
La fel, din ecuațiile de proiecții pe axele Oy şi Oz, rezultă: 
Po = Tyi E oy BP Tye 
5 Pa Hravo H tay bF or Yo 


Fig. 23.3 
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Expresiile (23.3) şi (23.4) se pot scrie matricial ; 


Pa Oa Tey Tez 9 
Poe >) ya Oy Tyz pp 
Pez z Teg Tzy Oz af 
sau prescurtat : 
(23.5) 


ş 

{p} = (Te](n). 

Se descompune efortul unitar p în componenta normală o, și cea tangenţi- 

ală ta. Efortul unitar normal o, este egal cu proiecția lui p pe direcţia ver- 
sorului ñ 


Sn = P'R = {p} {n} = pr'a + pu B + per. (23.6) 
Din relația (23.5) se obține, prin transpunere, 
{E= (9 T] = {nTa (23.7) 


unde s-a utilizat proprietatea de simetrie a matricei eforturilor unitare [Ts], 
rezultat direct al principiului dualității eforturilor unitare tangenţiale. 


Înlocuind (23.7) în (23.6) se obţine: 
Oa = {n} [T] (n) = ore? + op: p? + ozy? + 
T 20: H 2Ty Biy H 2T y a. 


Efortul unitar tangențial t, este egal cu proiecția lui Ð pe planul secțiuni 
înclinate tp =| P X A |. 


(23.8) 


a 

Dar: P X7 =|pPs Py Pa] = (Pya — pe BI + (peta — pe'y)j + 
isa GY 

+ (ps: — py:a)k, 


deci : Tre VPr'a — peP)? + (pzta — pr F (p&p — pya). (23.9) 


23.3. EFORTURI UNITARE PRINCIPALE 


Se pune problema dacă există o direcție 7(«, B, y) astfel încît pe suprafața 
normală pe aceasta să nu acționeze eforturi unitare tangențiale 7, = 0, ci 
numai eforturi unitare normale. 

În acest caz p ion =o-f, iar Pe = Orta t Tey BF Taz" = c'a, 


Pz. x 
deci , (p) = Py = 6 B = cin). (23.10) 
Pz Y 
Înlocuind (23,10) în (23.5) rezultă : 
[Ta] (n) = (n). (23.11) 
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Relaţia (23.11) definește problema de valori proprii a matricei [T7,], în 
care o sînt valorile proprii, iar (n) vectorii proprii. Se poate scrie : 
[T] — s[1]] în) = {0}, (23.12) 
unde [7] este matricea unitate. 


Pentru ca sistemul algebric omogen (23.12) să aibă soluții nebanale, se pune 
condiția anulării determinantului coeficienţilor 


det[[T,] — s(1]] = 0. (23.13) 


Relația (23.13), numită ecuația caracteristică, se scrie desfăşurat : 


Tys Oy 0 wa e (23.14) 
Tez E oz = 6 


reprezentînd o ecuaţie algebrică de gradul trei, de forma : 


d — Jyo + Jaro — J; =0, (23.15) 
unde ; IEE YHo io 
* Ja = 0z"0y F Oy'0z F 02:03 — Toy — Ts — Tir (23.16) 


Ja =03*0y'07 — Oz'Th — Oy’ Thr — Gz th + 
F 2Try` Tuz Tea = dell To]. 


Soluțiile ecuației (23.15), care se notează o, 62} cs, sînt valorile proprii ale 
matricei eforturilor unitare [74] și se numesc eforturi unitare normale princi- 
piale. Lor le corespund direcțiile principale n(%) care satisfac relaţia ; 


[[7e] — o41]] (n = 407, ? (23.17) 
şi care reprezintă vectorii proprii ai matricei Ira: : 
Yectorii ? ogey a 
Da pO 
(n) = po 
i yo 


se normalizează astfel încît 
agp ETORT (93-18) 


Deci, direcţiile principale A® (4, GO, (0) (i="1, 2, 3) ale eforturilor unitare 
definesc orientarea normalelor la suprafețele pe care nu "acționează eforturi 
unitare tangentiale. Se demonstrează că eforturile unitare normale principale, 
care acţionează pe direcţia acestor normale, sînt valorile extreme ale funcţiei 
da(a, B, ~y) definită de relaţia (23.8), 

De asemenea, pe baza ortogonalităţii vectorilor proprii ai matricei LEI 
se demonstrează că direcțiile principale ale eforturilor unitare normale sint 

7 ortogonale Între ele: 


[moy (n =0, ij. (23.19) 
301 


Rezultă că, dacă se izolează dintr-un corp elastic un element de volum para- 
lelipipedic avind muchiile paralele cu direcţiile principale ale eforturilor 
unitare normale, pe feţele elementului acţionează numai eforturi unitare nor- 
male de valori Oj, Op Cg: 

Se poate arăta că eforturile unitare tangenţiale 7, au valori extreme în 
planele bisectoare ale planelor definite de direcţiile principale ale eforturilor 
unitare normale. Aceste valori extreme sînt definite de 

a pie argou pie a ba iin 0423.20) 


23.4. STAREA PLANĂ DE EFORTURI UNITARE 


În cazul stării plane de eforturi unitare, se consideră eforturi unitare para- 
lele numai cu două dintre axele de coordonate, independente de a treia varia- 
bilă (fig. 23.4). 


23.4.1. EFORTURI UNITARE ÎN JURUL UNUI- PUNCT 


Se pune şi aici problema variaţiei eforturilor unitare în jurul unui punct. 
Pentru aceasta se consideră un element de volum prismatic cu baza triunghiu- 
lară (fig. 23.5). Se presupun cunoscute eforturile unitare oz Cy Tzy = Tyz 
pe feţele paralele cu axele de coordonate și se cere calcularea eforturilor uni- 
tare o şi t pe faţa CD înclinată cu unghiul a. 

Se notează cu A aria suprafeţei CD, deci suprafaţa OD are aria A sin œ, 
iar suprafaţa OC are aria A cosa. 

Se scriu ecuaţiile de proiecţii ale forţelor pe direcţia lui o şi a lui <: 

j À ERS ] 


oA — 0z"A cos? a —o0y*A Sin? æ. —. 2Try` Asin a:cosa = 0, 
T*A — Oz" A cos «sina + op" A sin a'cosa + Tys’ A cos’ — 
— Toy" A sin?a = 0. 


Ecuația de echilibru a momentelor față de mijlocul feţei CD conduce la 
relația (23.13): Trys Tja: 


Fig, 23,4 AET Fig, 23.5 


| 
| 
| 


So obline 0 m atoa a e malna e Pour geo w 
t m (Oy GSN geo a A Taylan y COB’ 4), 
Gr h o Oy Jy i € 
su i Sa me e +] CON da e Tuy’ ln 24, (29,21) 
Oe ; 
T wa Emm a BIN do e Tuy! CON du. (23,22) 


93.4.2, EFORTURI UNITARE NORMALE PRINCIPALE, 
DIRECȚII PRINCIPALE 


Valorile extreme ale efortului unitar normi U o se oblin anulind derivare sa 
în raport cu unghiul g 


a e ele CI a o a 
ETER F sin 20, Try cos 2 q =0, (23.23) 
Rezultă: oi ERRAT A RA (23.24) 
„4 Ed 4 Te) 


relație care dines direcţiile DAHA pleš “ale EloBlutilos unitare normale. 
Pentru 0 < 27 între cele două soluții, d Și 22 există relația 2u2 = 


= 20, F nT = g] +E, deci direcțiile principale- sints perpendiculare 


între ele. a et 2 s 
Înlocuind valorile unghiului « date de relaţia (23.24) în (23.21) se obţin 
eforturile unitare principale :, ENE 


OO 


Shi ȘI oain ea R (02 = Ou)i F Atay (23.25) 


Valorile extreme. ale etortului unitar “tangențial T se obţin din relaţia : 
S LES 3 Yi Si IRNONGZ ` r A 


drag Ca m Oye i : 
= = cos2 i = 
ae) 5 059 e OA 
care se mai scrie: 
G srd 1 
IRO e o E e A 
T. a (23.26) 


Rezultă 2g" = 2% Ee deci « = sat astfel că eforturile unitare 


tangenţiale extreme apar în secțiuni înclinate cu 45 faţă de direcţiile prin- 
cipale și au valorile : 


1 II COR E — 
= Vo a) F Syra, (23.27) 
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23.4.3. CAZURI PARTICULARE ALE STĂRII 


F d F 


Starea liniară de eforturi unitare. 

Fig. 23.6 Se pune problema determinării efortu- 

rilor unitare o și 7 pe o secțiune încli- 

nată a unei bare solicitate la întindere (fig. 23.6). Detașind un element de 

volum prismatic se observă, prin comparaţie cu figura 23.5, că Sy = Tzy 0, 
Ìnlocuind aceste valori în expresiile (23.21) se obține : 


O, . 
o == (1+ cos 2a) = op cos2a,; T= Sna. 
2 


` S „Mae A ETT 
Eforturile unitare normale principale sînt o, = c; ga 62 =0, pentru 


ca (05 ca = 90 
Eforturile unitare tangenţiale maxime apar în secțiuni înclinate la 45° 
faţă de axa barei, avind valoarea : 


mp = PI. (23.28) 


Dacă ruperea barei se datorește eforturilor unitare Omaz, atunci ea are loc 
perpendicular pe axa barei. Dacă ruperea se datorește eforturilor unitare 
Tmaz» atunci ea are loc la 45° faţă de axa hbarei. 


Starea de forfecare pură. Se consideră un element de volum solicitat ca. în 
figura 23.7. Pe feţele elementului Tey = 0, iar o, = — or. Rezultă că pe o 
suprafață înclinată cu unghiul q, 


6 = Or COSTZ T ES Op Sia Aa 


Pe feţele unui element orientate la 45° faţă de primul, deci pentru « = 45°, 
rezultă o =0 și 7 = o, deci elementul respectiv este solicitat la forfecare 
pură. 

O aplicaţie practică a acestui rezultat se întîlneşte la măsurarea eforturilor 
unitare tangenţiale în arbori solicitaţi la răsucire (fig. 23.8). Un element din 
vecinătatea conturului este solicitat la forfecare pură (v. $21.2) dacă laturile 
sale sînt paralele. cu generatoarele, respectiv perpendiculare pe acestea. 


Fig, 23,7 Tia, 23.8 
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Fig. 23.9 Fig. 23.10 


Un element rotit cu 45° faţă de acesta este solicitat de eforturi unitare 
normale egale cu eforturile unitare tangențiale produse de răsucire pe feţele 
primului element. Se inlocuiește măsurarea lui 7 cu măsurarea lui o la 45° 
faţă de axa barei, ceea ce se realizează ușor cu ajutorul traductoarelor tenso- 
metrice rezistive. 


Bara so jo ua a Ta încovoicre. Ea cazul barelor solicitate la încovoiere 
(fig. 23.9), o, = 0, deci relațiile (23.24) şi (23.25) devin 


tg da = 202 (23.29) 
Oz 
O12 Fi 52 SVa F 4% 
(23.30) 
My T-S 
unde Ozo = 3 Tay Ena = Try(y) 


Lasy = 0; oz — 0; aore A5; Gia = + Tey; este cazul forfecării 
pure, considerat anterior. 


1 Š DAN | > | 
La > A Tay =0; ua =0,90; 02 =0, oz: 


direcţiile principale corespund cu direcţiile axelor de coordonate. 

Dacă se parcurge secțiunea transversală în lungul axei Oy, în sens pozitiv, 
direcţiile principale se rotesc continuu (fig. 23.9) în sens trigonometric. 

` Determinînd în mai multe puncte orientarea direcțiilor principale (fig. 23.10) 
se pot trasa liniile izoslalice, care reprezintă întăşurătoarele eforturilor unitare 
normale principale, formînd o dublă reţea de curbe ortogonale. 

La armarea grinzilor de beton se caută ca armăturile de oţel să fie orien- 
tate aproximativ pe direcţia liniilor izostatice, 
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20 — Mecanica și rezistența materialelor — cd, 164 


23.5. LEGEA LUI HOOKE GENERALIZATĂ 


Fie un element de volum parale lipipedic, avind 
muchiile paralele cu direcţiile principale ale efor- 
turilor unitare normale, pe fețele căruia actio- 
nează eforturile unitare principale Or Op oa 
(tig. 23.11). 

> tortul unitar o, produce lungirile specifice e, 


Oi 0, 
=> pe direcția Ox și cy = — st eg =v 
y o E 
pe direcțiile Oy, respectiv Oz. Analog, efortul 
. A spi + Oe 
unitar o; produce lungirile specifice e, = — v rh 
Fig, 23.11 Li (o) tr [2] e . 
š Ea =—; eg =y =, iar efortul -unitar c, 
EN p n (2) [ei s [ei 
produce lungirile specifice s = — v=; s = — va; eg == 
i E E E 
Lungirile specifice totale pe cele trei direcții sînt: 
ORE S ita te = la; — v(oa + 95), 
Lă ee: tre 1 o 
Ea = a T Sa T Ea SSE loa — v(6s + oul, (23.31) 


ttr 1 
OSS Es AP es A es SA — v(o. + 92)]; 


unde E este modulul de elasticitate longitudinal, iar v este coeficientul de 
contracție transversală. 

Relaţiile (23.31) reprezintă legea lui Hooke generalizată raportată la direc- 
ţiile principale. 

În cazul general, legea lui Hooke generalizată se scrie : 


Sa = la Or = (oy T Ea 
Ey =g Sy: yho: + Ss) (23.32) 
e= =o z — Wor T 5); 


la care se adaugă relaţiile: 


Zi $ 
Tay. p ko Ky Da aa 
Yay = =e $ Y yè = HR s Yea = Aa A (23.33) 


ui i Í i 


Se demonstrează că între constantele elastice E, G, v există relația : 


„Un 
2(1 -+ v) 


: (23.34) 
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sau, exprimiînd eforturile unitare principale în funcţie de deformațiile speci- 


fice principale rezultă : 


1 — y2 


0 = 


[a = (erT V-e2), 
|a ete) 


23.6. ECUAŢIA LUI POISSON 


Elementul din figura 23.11 are volumul : 
dV = dr- dy. dz. 


În urma Selo i volumul devine : 


deci : A diya aliler J= Ey F 2R 
Deformaţia volumică specifică va îi: 
Ady. : 
Day IT Sz T Ey == Ez 


AN 


e = 


(os + oy F o) = 
E 
Ca st Oy kai 


nde : s sqi DippE 
u P 3 


se numește efort unitar mediu. 
Relaţia (23.38) se mai scrie : 
3(1 — 2y) 
și se numește ecuația lui Poisson, 
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“ay $ N ay = dz(1 + dy aia e,)dz(1 ră €z). 
Neglijînd produsele- ee, ; ege er ezer SSe Ey E2 În raport Cu ez; Ep Ez 


AV + A dY = dr: dy :dz(1 + es + ey + er), 


Înlocuind deformaţiile specifice prin expresiile (23.32), rezultă : 


31 — 2v) ș 


(23.36) 


(23.37) 


(23.38) 


(23.39) 


(23.40) 


Constanta do proporționalitate între p al e cate modulul de elasllollate tublel, 


i 


ÎN i 
UL dv) 


i (49,41) 


Din relația (25.38) rezultă că, ln materialele oaro au vA cum stni 
majoritatea cauciucunilor şi clastomerilor, e : "0, deci materialele nu-si modi 
lică volumul în urma detormațlel, o numal forma, 


23.7, ENERGIA POTENȚIALĂ DE DEFORMAȚIE 


La elomentul din Nguva 28.11, po diroofia axei Ox acționează forţa ø, dy’ dz, 
Cind aceasta creşte de la zoro la valoarea nominală, produce o deformatie 


a 1 
e," dz, deci produce lucrul mecanio elementar = oi dy. dze: da care este egal 
cu energia acumulată de element : 
7 1 
dW == oe dV 
2 
Rezultă că energia acumulată în unitatea do volum osto : 
1 
W.m=oa, 
2 
Ținind seama și de acțiunea celorlalte eforturi unitare Ga şi cp se obţine: 
1 
W, == 7 (ea -|- Oa Ea | Og * €g), 
sau, utilizînd legea lui Hooke generalizată (23.31), 
1 lo v e 
Wi SpA (0 -+ og + 03) TE (01'a AN Oa * Og + 93:0.). (23.42) 


Dacă elementul de volum este solicitat pe toate feţele de acelaşi efort 
unitar, deformația are loc numai prin variaţia volumului. Astfel, aplicînd 
pe toate fețele efortul unitar mediu 


Or F- O + o 
— 


d 3 


, 


se produce o deformaţie volumică e 


» iar energia specifică de variaţie a volu- 
mului este; 


pe RU Ep) Aa, = 2) pi a 22) (atata) 
DE Ier 2E aa 9 


deci 


Wu =t =E Cai aa too) iawn (2343) 
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Diferența între energia specifică totală W, şi cea de variație a volumului W, 
reprezintă energia specifică de variaţie a formei. 


ca 1 AP 
Wis =: Wi ani Wio == 2E (02 + o3 + 03) — (Gros la G2*G3 + 63:60.) Ty 


1 — 2y 
6E 


(6, ari 03 AF 03), 


sau 


Wair =E o, — o + (ca — co) + (Gs — 02) (23.44) 


În cazul solicitării de întindere simplă, înlocuind cz =c =Q în relaţia 
(24.44), se obține : 


ca) (23.45) 


24. 


TEORII DE REZISTENȚĂ 


La o bară solicitată la întindere, ruperea se -produce atunci cînd efortul 
unitar normal atinge valoarea o, curgerea se produce cînd acesta are va- 
loarea ce atingerea limitei de elasticitate se produce la valoarea.c, ete. Toate 
acestea pot fi considerate stări limită. 

În cazul pieselor supuse la stări plane sau spaţiale de eforturi unitare, se 
pune problema determinării condiţiilor în care se atinge o anumită stare 
limită. Deoarece stările limită se definesc prin valori ale eforturilor unitare 
determinate experimental, prin încercarea la tracţiune a epruvetelor solicitate 
unidirecţional, interesează în ce condiţii o stare plană sau spațială de eforturi 
unitare produce în piesă o stare limită analogă celei realizate la întindere simplă. 

În limitele comportării elastice a unui material, o anumită stare limită 
(de exemplu limita de elasticitate) poate fi definită prin cinci mărimi carac- 
teristice : 


a) efortul unitar de întindere, o,; 


. epe x 5, 
b) lungirea specifică, e, = — ; 


E 


c) efortul unitar tangențial maxim, t, sa 


d) energia specifică totală de deformație, We =i; 


e) energia specifică de deformație, pentru variația formei, Wy =i = e. 
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La solicitarea de întindere simplă este suficientă una singură dintre aceste 
mărimi pentru definirea stării de solicitare, deci a stării limită, deoarece ele 
sint atinse simultan. 5 £ 

La solicitarea pe mai multe direcții, atingerea valorii corespunzătoare unei 
anumite stări limită pentru una dintre cele cinci mărimi (ce definesc v aseme- 
nea stare) nu coincide cu atingerea simultană a valorilor corespunzătoare 
acelei stări pentru celelalte patru mărimi. Definind starea spaţială de eforturi 
unitare dintr-un punct prin eforturile unitare normale principale c,, Gu Ga 
se pune problema : ce relaţie trebuie să existe între acestea pentru a se atinge 
una dintre cele cinci mărimi caracteristice ale stării limită. Teoriile de rezis- 
lență permit stabilirea acestor relații prin care se definește un efort unitar 
echivalent ce. al stării plane sau spaţiale, care este comparat cu efortul unitar 
la starea limită de la întinderea simplă. 


24.1. TEORIILE CLASICE DE REZISTENȚĂ 


I. Teoria efortului unitar normal maxim 


Conform teoriei I, starea limită se atinge atunci cînd efortul unitar normal 
maxim din corp devine egal cu efortul unitar al stării limită de la solicitarea de 
întindere simplă. 


De exemplu, limita de elasticitate se atinge atunci cînd 
Go 
deci efortul unitar echivalent este : 
Oech, = Gu. (24.1) 


II. Teoria deformaţiei specifice maxime 
Conform teoriei a II-a, starea limită se atinge atunci cînd lungirea specifică 
mazimă din corp devine egală cu lungirea specifică corespunzăloare stării limită 
de la solicitarea de întindere simplă. ` pe e 
În cazul limitei de elasticitate, - 
$ Si 


Eno Ie Ai T Y(Sz + 03)] = e. = E? 


deci efortul unitar echivalent care se compară cu o, este: 
On > ONES v(62 + 03). (24.2) 


III, Teoria efortului unitar tangenţial maxim 


Conform teoriei a III-a, starea limită se atinge atunci cînd efortul unilar tan- 
gențial mazim devine egal cu efortul unitar tangenţial corespunzător stării limită 
de la încercarea de înlindere simplă. 


Luînd ca stare limită limita de elasticitate, se poate scrie : 


a (si | 


[e] 
Tmar = Ta 5 e—a Te = e 
iar efortul unitar echivalent este : 


Osin ~ O = Oa (24.3) 
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IV.a. Teoria energiei totale de deformaţie 

Conform teoriei a IV-a, varianta a, starea limită se atinge atunci cînd energia 
de deformaţie specifică totală egalează energia specifică totală corespunzăloare 
slării limită de la încercarea de întindere simplă, deci la limita de elasticitate 


1 y 02 
W, =E (oi + o2 -- 03) c (04:02 F 02:05 + 03:60.) = Wu = 
aslfel că efortul unitar echivalent este: 


Oson a =V 00 Fo F o3 —2y(01:02 F Ga:6a F 03-04), (24.4) 


relație care, la materiale tenace, se aplică atunci cînd efortul unitar mediu 
> Sf 1 
este pozitiv, p = 3 (6 + o3+ o) > 0. 


IV.b. Teoria energiei de variaţie a formei 

Conform teoriei a IV-a, varianta b, starea -limită se atinge alunci cînd energia 
specifică de variaţie a formei egalează energia specifică de variaţie a formei cores- 
punzăloare 'Slării limită de la întinderea simplă. 

În cazul limitei de elasticitate 


1 


1 
Wu = [Ei — o F (o — 0) (0s — o)?] = Wir, =E 203, 


deci efortul unitar echivalent are expresia : 


Cech y.p == leS sa) (02 — 03)? + (os — 51)*]. (24.5) 
Această variantă se aplică atunci cind p -<05 
24.2. APLICAREA TEORIILOR DE REZISTENȚĂ 
LA STĂRI PLANE DE EFORTURI UNITARE 


Înlocuind o; =0 în relaţiile (24.1) —(24.5), se obtine 


'Oecn, =D Plai oBiB 
Sechi AR Obi VO; 
Caci SEO 02, (24.6) 


(9) 
ech iy; 4 


=F 03 — 2V0, Oa, 
ERED E E 
fi pp = Voi H 03 — 0102. 


Dacă se ia drept stare limită starea corespunzătoare etortului unitar admi- 
sibil, calculul de verificare se face impunind condiţia : 
Oson SS Oa: (24.7) 


La materiale tenace se recomandă utilizarea relaţiilor date de teoriile a III-a 
şi a IV-a, varianta b, iar la materiale fragile, utilizarea teoriei a II-a, 
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În cazul particular al barelor, înlocuind o. =oc; oy =0; tyy =r în rela- 
ţia (23.25) se obţin expresiile eforturilor unitare normale principale : 


o d A ID RT 
AR apop hope ae 
care prin substituire în (24.6) și alegînd v = 0,3, valoare ce corespunde olc- 


ului, conduce la: 
1 = 
ES Vo FIr, 


Sei = 0,35 0 + 0,65 Vot F475, 

Cech = Jo + 4.72, (24:8) 
INI 

Oechy. a EN (= J 2,07%, 


Ge ARIS Vo? oma 


Ìn prezent există și alte teorii de rezistență, însă nici una nu poate d. scrie 
comportarea tuturor materialelor în orice stare de solicitare. 


» [a 


Cech, 


25. 


SOLICITĂRI COMPUSE 


În capitolele 20-22 s-au studiat. cele patru solicitări simple : întinderea 
(compresiunea), fortecarea, încovoierea și răsucirea. În practică, adesea, 
acestea apar împreună, producînd solicitări compuse: 

Dacă în secţiunea barei acționează eforturi care produc eforturi unitare de 
același fel, acestea se compun algebric, deci problema se rezolvă aplicînd 
principiul suprapunerii efectelor. Astfel, la întindere Şi încovoiere se produc 
eforturi unitare normale, în timp ce la forfecare.și' răsucire se produc eforturi 
unitare tangentiale. 


Cînd în secţiunea barei acţionează eforturi care produc simultan etorturi 
unitare normale şi tangenţiale, de exemplu în cazul solicitării la încovoiere şi 


răsucire, sau întindere și răsucire, pentru rezolvarea problemei se utilizează 
teoriile de rezistenţă. 


25.1, ÎNTINDEREA EXCENTRICĂ 


Se consideră bara din figura 25,1, solicitată de forţa F paralelă cu axa bari, 


aplicată în punctul B(yy, Zo). 


Pentru a stabili valorile eforturilor ce acționează într-o sectiune oarecare, 
se reduce forța în centrul de greutate al secțiunii transversale, rezultind o 
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forţă axială N =F şi un moment înco- 
voietor M; = F/y? + 23, a cărui direc- 
lie nu corespunde cu axele centrale prin- 
cipale ale secțiunii. Pentru simplificarea 
calculelor este utilă descompunerea acestui 
moment în două componente orientate 
în lungul axelor: M, = F Yos- My = E20: 

Într-un punct C(y, 2) din cadranul J, 
eforturile unitare normale produse de cele 
trei eforturi N, M, şi M, sînt pozitive 
şi se însumează algebric. Efortul unitar 
total are expresia : 


p ei sei Mikon Mailaa 
À 7, li 
gE: qatita q AHY } Fig. 25.1 
A 15 I 
sau Eta see ae Zo 2 TAH ; (PIA. 
SIBOA i: i 


unde s-au înlocuit razele de inerție 


DEBS mI SPORU pee 
las 529l S/C DIS EILA Fi zi 
i y j Ș z E 


Axa neutră, definită ca locul geometric al punctelor în care o = 0, are 
ecuaţia : 


ză +4 eg La i (25.2) 
; 2 ? 


care poate fi scrisă sub forma : 


[ja ae 2 
Abh Ei (25.2, a) 
i, iz 
Zo Yo 


Cunoscind poziția axei neutre, se duc tangente la conturul secțiunii paralele 
cu axa neutră, obţinînd punctele în care efortul unitar normal total o are 
valori extreme. Înlocuind coordonatele acestor puncte în expresia (25.1) 


se află omaz Și Omin Și se poate construi diagrama etorturilor unitare normale 
(v, fig. 25.1). 


APLICAŢIA 1 


Să se determine locul geometric al punctelor de aplicaţie a unei forțe excen- 
trice pentru care axa neutră corespunzătoare este tangentă la conturul sec- 
țiunii circulare (fig, 25.2), 
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Rezolvare 
Fie ecuaţia tangentei în C la cercul do dia 
| d i i To: 
metru d (fig; 25.2) y = — care prin idonlifi- 
care cu ecuația goncrală a axei neutre (25,2) 
duce la determinarea coordonatelor punctului 2 
de aplicație a forței : 


d’ 
ü 16 l 
z =0:; i ir = birt : . 
2 


Cînd axa neutră ocupă poziția altor tan- 


Fig. 25.2 
gente la cerc, punctul B parcurge un cere de 


„a E a A E 
rază o numit „simbure central“. Cînd forța F este aplicată pe conturul sau 
în interiorul sîmburelui central, axa neutră este tangentă sau nu intersec- 
tează secțiunea, deci eforturile unitare pe toată suprafaţa au același semn. 

APLICAȚIA 2 a 


Dacă bara din figura 25.1 are secţiunea pătrată cu latura a, să se calculeze 
efortul unitar normal maxim din bară cînd forța F este aplicată în punctul 


Rezolvare 
î USRS -2 CE a a a = A N 
n acest caz 2 = o RES = Sal din relaţia (25.1) se obţine, în 


punctul B’, 


Fig, 25.3 
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APLICAŢIA 3 


Să se dimensioneze grinda din figura 25.3, a, asupra căreia acţionează forţa 
axială F = 3 600 daN. Grinda este din lemn cu cu = 100 daN/em? și are 
secțiunea dreptunghiulară (a X 2a). 


Rezolvare 


Secțiunea periculoasă: (A — A), de formă pătrată (a x a) (fig. 25.3, a), 
este solicitată la întindere excentrică. Se reduce forţa F în centrul de greu- 
tate G al secţiunii slăbite, la torsorul format din forţa axială F, care produce 


A ` ie a A . 
întindere, şi cuplul de moment M, = F—, care produce încovoiere. 
E 2 


Efortul unitar normal este maxim în punctul B al secţiunii (fig. 29.3, b) 
şi are expresia : 


Rae E 
FM. 7 2 F 
O mas cei spala e aè nE a2 
6 


Egalind Omar CU Oa se poate face dimensionarea : 


Dias AF 4-3 600 
Oa =—, de unde a = || — = | —— = 12 cm. 
a? Oa 100 


x 


APLICAȚIA 4 


Să se verifice cîrligul din figurà 25.4, a asupra căruia acționează forța 
I = 200 daN. Cîrligul este din oțel cu ca = 1 200 daN/em? şi are secțiunea 
circulară cu d = 2 cm. si i 


Rezolvare 


Secțiunea AB a cîrligului este solicitată la întindere excentrică. Se reduce 
forța F în centrul de greutate C alsecțiunii, la torsorul format din forța axială F, 
care produce întindere, şi cuplul de 


moment. M, = P-e -care produce 

încovoiere. i = 
Efortul unitar normal este maxim 

în punctul A al secţiunii (fig. 25.4, b), 


Sect 4-8 


și are expresia E 
F M: F Fe 
G. y Z — — 5 . 
DA: A W, m.d? T.d? © x 
4 32 L 


Înlocuind, rezultă : 


4:200 -32:2004 S 
O mazg EEE = zi Tae 
= 1.082,82 < gu, a o 
cm? Fig. 254 > 


315 


25.2. BARE SOLICITATE LA ÎNCOVOIERE ȘI RĂSUCIRE 


Arborii de secţiune circulară sau inelară, solicitaţi prin moment încovoietor 
și moment de răsucire, se calculează utilizînd teoriile de rezistență. Astfel, 
relaţia teoriei a III-a de rezistență (24.8) se scrie : 


Grey, =V FAT =+ (Se) (25.3) 


z Wp 
Deoarece la secțiuni axial-simetrice (v.subcap.21.7 «și 22.8) între mo- 
dulele de rezistență există relația : 
Wo = 22W (25.4) 
expresia (25.3) se scrie : 
VIE _ Mun, 


O, == 
Cohn W, W: 


(25.5) 


unde Mien este momentul încovoietor echivalent. 
Conform celor cinci teorii de rezistență, acest moment are expresia : 


Mie, = 0,5M: + 0,5/ M} + M}, 
Me = 0,35M;+ 0,65 VM + M}, 
Mie =V M} + M, (25.6) 
Miery, a = / MF F 0,657, 
Miu, ME FOT. 
Utilizind una din relaţiile (25.6) rezultă că efectele încovoierii Şi răsucirii 
sînt cumulate într-o singură mărime, momentul încovoietor echivalent, cu 


care se face un calcul obișnuit la încovoiere. Astfel, formula de dimensionare 
devine : 


Wei ires iMi ia 9 ata tuane (25:7) 


Z. 
n 
ec Oa 


deci se transformă problema de solicitare compusă într-o problemă de solici- 
tare la încovoiere, neglijind efectul forţei tăietoare. 


APLICAŢIA 5 


Să-se dimensioneze bara cotită din figura 25.5, 
solicitată de o forță perpendiculară pe planul barei, 
din-oţel de secţiune circulară cu Oa = 800 daN/em2. 


„Rezolvare 
Pentru bara 23, în secţiunea 2, 
D 
Mi = 1,5 kNm. 
2 l Bara 21 este solicitată la încovoiere şi răsucire. | 
A În secțiunea 1 
i O Ma =1 kNm; Me, = 1,5 kNm, 
Fig, 25,5 52: deci, pe baza teoriei a III-a de rezistență, 
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Mu, = NM + M, 


V3,25 = 1,8 kNm. 


Bara 10 este solicitată la încovoiere și răsucire. În secţiunea 1, 


Mi SRON ME Me, = 1 kNm; 


iar în secţiunea O, 


Mi = 0,9 kNm ; My =1 kNm; M, 


Rezultă că secțiunea periculoasă este în punctul 1. 


A Mie, 1,3:10: 
W z nec T EE i 500 


deci se alege d = 6 cm. 


APLICAȚIA 6 


Să se dimensioneze arborele din figura 25.6, a din oțel, cu c, = 800 daN/em2 


de secţiune circulară. 
Rezolvare 


Reducind forţele ce acţionează asu- 
pra roţilor în centrul de greutate 
al secţiunii transversale a arborelui 
(fig. 25.6, b), rezultă că bara este 
solicitată la răsucire şi încovoiere (se 
neglijează  iorfecarea). Pentru bara 
solicitată de forţa verticală (fig. 25.6, c) 
se construieşte diagrama momentelor 
încovoietoare My (fig. 25.6, d). Pentru 
bara solicitată numai de forţa orizon- 
tală (fig. 25.6, e) se construiește dia- 
grama momentelor încovoietoare Mg 
(fig. 25.6, f). Compunînd geometric 
(vectorial) cele două diagrame, se ra- 
bate fiecare moment rezultant în planul 
figurii obţinîndu-se diagrama momente- 
lor încovoietoare M, (fig. 25.6, g). Se 
construiește diagrama momentelor de 
răsucire M, (fig. 25.6, h). Secţiunea 
periculoasă va fi în dreptul reaze- 
mului 1, momentul încovoietor echi- 
valent fiind ; 


Mu =V M+ M = 


= A/ 2102 + 1202 == 241,8 kNem. 
Rezultă 
Mi _ 241,8100 


Wa mainz a 500 = 30,2 cm?, 
0,ld2 = 30,2 ; 
deci ; d = 6,7 cm, 
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Me, = 1,8 kNm, 


a =1,1 kNm. 


= PP) (at E (Ul ai 


Mi 


Mi 
lkilem, 


i 


È 
UE 


LIU 


jo 


120 
Fig. 25.6 


În cazul barelor solicitate la întindere (compresiune) şi răsucire, se uti- 
lizează relaţiile (24.8). Se face o predimensionare a barei la răsucire, apoi se 
verifică la solicitarea compusă punînd condiţia ca Gsen S cu: 


APLICAȚIA 7 


O bară cotită din oțel, încastrată la o extremitate, este încărcată cu forte 
conform figurii 25.7, a. Cunoscînd oa = 900 daN/cm? se cere să se dimen- 
sioneze tronsonul 1—2 de secţiune circulară și să se verifice tronsonul 2—3, 
considerind că are aceeași secțiune cu 7—2. 


Rezolvare 


Se determină reacțiunile și se trasează diagramele N, Top eea Ma Mp Me 
- Cu respectarea convențiilor de semne (fig. 25.7, b, c, d, e). Sensul de parcurgere 
a grinzii este arătat în figura 25.7, a. 
Tronsonul 1—2 este solicitat la încovoiere cu răsucire, secțiunea periculoasă 
trecînd prin punctul 7. Secţiunea barei fiind circulară, se calculează momen- 
tul încovoietor rezultant : 


Mi, = VM}, + M? = V 200° F 400? — 447,214 daNm. 
Momentul încovoietor echivalent, după teoria a III-a de rezistență, este : 


Mie, = NM, + M} = 447,2142 F 1602 = 474.974! daNm. 


= M 
Se dimensionează tronsonul 1—2 (formula 23.7) : Wz pec = = >, 
=: a 


T:d? 47 497,4 
; 32 900 
Se alege id: = 8,2 cm. 


adică : „ de unde d =8,13-cm. 


M= 200doNm:: ; 


Tig. 25.7 
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A = eP 
ip ( Fi 4 


A ESEE 


| le Sens parcurgere a G P 
y A =0:P a 4% 
y a i 
] 
-p 


+P 


Fig. 25.8 


Tronsonul 2—3 se verifică la solicitarea de întindere cu încovoiere, în sec- 
țiunea periculoasă 2: 
M, = '4:400 32-16 000 


RD rue daN 
Ga, = F p — 303,3 SAN 
ZESA Waz T 8,22 T8, 23 cm? 


SO 


APLICAȚIA 8 


O bară cotită din oţel, încastrată la o extremitate, este încărcată conform 
figurii 25.8, a, unde P = 1000 daN, iar a —100 cm. Cunoscînd GI = 
= 900 daN/cm?, să se verifice bara ştiind că tronsonul 1 — 2 are secţiunea 
transversală dreptunghiulară cu b — 10 cm şi h — 15 cm, iar tronsoa- 
nle 2—3 şi 3—4 au secţiuni transversale circulare, ambele cu d — 14 cm. 


Rezolvare 


Se determină reacţiunile și se trasează diagramele N, la aa las Vl ae Meuse Me 
cu respectarea convențiilor de semne (fig. 25.8, b, c, d, e). Sensul de parcurgere 
| a grinzii este arătat în figura 25.8, a. 

Tronsonul 1—2 este solicitat la întindere cu încovoiere oblică, secțiunea 
transversală fiind dreptunghiulară. N, M, şi M, sînt constante de-a lungul 
tronsonului. Se calculează o, şi se compară cu oa: 


| N Ms Ma cR P.a Pia 
i AAE A DITEN D hans 
| 6 6 
înlocuind, rezultă : 
, *100 6:1 000100 mara AN 
da 1 000 6:1 00010 D = 673,32 4 <s, 
10:15 10:15? 15-10 cm? 
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Tronsonul 2—3 este solicitat la încovoiere cu răsucire, secțiunea pericu- : 
loasă trecînd prin punctul 3. Se calculează OIA şi Tefa şi se compun după teoria 


a Ill-a de rezistență : 


bi Me Si 20 P de, 32:2:100:1000 — 742,79 PD - 
; Wak nd? Tid’ cm* 
T E REN naak d 16:100 -1000 Z 185,70 gang | 
“3 Wp md mi4’ cm? 
16 


say = V 0° F iT? = 742,79: F 4: 185,702 = 83047 E < cu. 


Tronsonul 5—4 este de asemenea solicitat la încovoiere cu răsucire, sec- 
iunea periculoasă trecînd prin punctul 3. Se procedează analog : 


Gung = V H dirt = 374,4 + AT371,4? > 830,47 


Mi a:P 32:100:1000 daN 
Cap, = — = E 9714 , 
E AA Td? T14? cm? 
32 
M, 2a-P 16:2:100-:1000 daN 
a E sa , 
3 Wip Td? T14? cm? 
16 


daN 
cm? 


<O 


BARE CURBE PLANE 


Se consideră bare curbe plane (avînd axa o curbă plană), solicitate prin 
forțe coplanare. Se admit, „valabile ipoteza lui Bernoulli şi legea lui 


Fie un element infinitezimal, de lungime ds și rază R, obţinut prin seclio- 


26.]. RELAȚII DIFERENȚIALE ÎNTRE EFORTURI 


narea unei bare curbe în B și C (fig. 26.1), solicitat de o sarcină distribuită p 
în direcţie radială (înlocuită prin forţa concentrată p-ds aplicată la mijlocul 
clementului BC), Pentru echilibru, în cele două secţiuni s-au introdus efor- 
turile N, T, M, respectiv N + AN; THAT; M + aM. 
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Se scriu ecuațiile de echilibru static: ecu- 
ațiile de proiecţii pe direcţiile forţelor N, T 
| şi ecuaţia de momente faţă de punctul C: 
N — (N + dN)cos dp + (T + dT)sin de +], 
| 
| 


aw dpe y 
-+ p'ds sin rA 0, 
T — (T daTcos de — (N F dN)sin de — 


d 
— p'ds cos $ =10} 


M — (M + aM) — NR(L — cos de) + 


TR sin dọ —p-ds- Rsin = =] Fig. 26.1 


Înlocuind sin dọ = dọ, cos dọ = 1, făcînd reducerile necesare și negli- 
jind infiniții mici de ordin superior, se obține : 
— AN + Tdọ = 0, 
— dT — Ndọ — pds = 0, 
— dM + T-Rdọ =0. 
Înlocuind ds = Rdoọ, rezultă relațiile diferențiale între eforturi : 
N m ar N aM 


; = Io 26.1 
ds R ds R R ds (26 ) 


— =T; == -N -—pR; — = T:R. (26.2) 


26.2. DIAGRAME DE EFORTURI LA BARE CURBE 


Se consideră bare în formă de arc de cerc, cu raza R. Eforturile se defi- 
| nese aplicînd metoda secțiunilor. 
| Forța azială N este egală cu suma proiecțiilor pe tangenta la axa barei 
a forțelor ce acţionează de o parte a secţiunii. Forla tăieloare T se calculează 
făcînd suma proiecţiilor pe normala la axa barei a forțelor ce acţionează 
| de o parte a secţiunii. Momentul încovoielor M este egal cu suma momen- 
telor forţelor (şi a cuplurilor) ce acţionează de o parte a secţiunii, faţă de 
| secțiune. Dacă privim bara din centrul de curbură, convențiile de semne pri- 
| vind eforturile coincid cu cele stabilite la bare drepte. Diagramele se constru- 
| iese astfel încît ordonatele sînt pe direcţia razei (normale la axa barei). 


APLICAȚIA 1 


Să se construiască diagramale N, T, M la bara semicirculară din figu- 
ra 26,2, a 

Rezolvare 

Se calculează reacliunile H, = P; Vi = 
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21 — Mecanica şi rezistența materialelor — Cd. 164 


Se scriu expresiile analitice ale efortu- 
rilor într-o scețiune oarecare : 
> 


Nu = P sin o + z CoS e, 


> 
Tis = P cos e — sin g, 


Ms =P- R sin o —-2 R(L — cos ọ) 


Și 


3 Ik 
Nz: =~ COS a, 


pa TR: 
Ty} =—— sing, 


Mi= 2 RU —cosa). 


Se calculează valorile eforturilor în 
secțiunile 1, 2 și 3: 


N, ==: TAE PEE V 0; 
Na ==; m 0) 3 IE) 
Nos = PEN e To=; 
Ms = 


Se trasează aproximativ diagramele N, T, M (fig. 26.2, b, c, d). 

Se vede că Ti; =0 la p = arctg 2 = 63°30’. În această secţiune se calcu- 
lează) Naz = SIA S Muaz — 0.618 P-R, după care se corectează dia- 
gramele. (Pentru claritate, la diagramele T și M s-a inversat convenția de 
semne privind amplasarea diagramelor). 


26.3. EFORTURI UNITARE ÎN BARE CURBE 


Fie un element de bară curbă, delimitat de două secţiuni plane (între care 
există unghiul dọ) şi solicitat la încovoiere pură prin momentul M (fig. 26.3). 
Se notează: R — raza centrului de greutate G, R, — raza interioară, R, — 
raza exterioară, r — raza fibrei neutre, e — excentricitatea axei neutre Nz, 
y — distanţa de la axa neutră Nz la o fibră oarecare, d, — distanţa de la axa 
neutră la fibra interioară, d, — distanța de la axa neutră la fibra exterioară, 
A — aria suprafeţei secţiunii transversale. 

Presupunînd secțiunea din stinga fixă, sub efectul momentului încovo- 
ietor secțiunea din dreapta se roteşte (în raport cu cea din stinga) cu unghiul 


822 


Fiz. 26.3 


Ade. Ca urmare, fibra oarecare de lungime ds = (r — y)dọ se lungeşte cu 
Ads = y-Adg, deci lungirea specifică a fibrei este : 


e place 
iar efortul unitar normal (tangent la fibră) este 
E:Ade y 


26. 
FR a (26.3) 


3) > 1509 = 
Deoarece în secțiune nu există forţă axială, suma forţelor axiale elemen- 


tare este nulă: 
| A E) 


do r-—y 
A 


de unde rezultă 


“dA 
NE =—0, (26.4) 
TEY 
A 
relaţie pe baza căreia se determină poziţia axei neutre. 
Suma momentelor forţelor axiale elementare faţă de Nz egalează mo- 
mentul încovoietor M, prin urmare ; 


E-Ad 2.dA E-Ad - 
Moda = E N ([u — 2 aa = 
de =f dọ r—y 
A ăĂ 
Be 2o -dA E-Ad - 
e (uda ES. Crai 3a Sae je = B-Ade 4.e 
de dọ r—y de de 
A A 
Ticuna E-Adọ = în relaţia (26.3), se obține expresia eforturilor uni- 
C 
tare normale ; 
— M EU g 
ea aA ae (26.5) 


ma 


Rezultă că la bare curbe, distribuţia eforturile unitare pe înălțimea sec- 
țiunii se face după o lege hiperbolică (fig. 26.9). 
În fibrele extreme ale secţiunii, eforturile unitare au valorile : 


M. d, Et (20.0 
EN MA di, O mi a S 20) 
O mas Ave Hi d L A'e R, 


Rezolvînd integrala (20.4) se determină valoarea razei r. În general, se 


calculează excentricitatea : 
e = R — r ro (26,7 p 
A'R 
unde Jg este momentul de inerție al secţiunii faţă de axa care trece prin cen- 
trul de greutate, paralelă cu axa neutră. 
La secțiunea dreptunghiulară b Xx h, 
h? 


= 12R 


La secțiunea circulară de diametru d, raza fibrei neutre este : 


d? DP Qt 
)p E a (26.87 
4(2R — VAR: — d2) 


În cazul cînd se consideră acțiunea simultană a forței axiale, ca la apli- 
cația 1, efortul unitar maxim se calculează cu formula : 


N e (26.9) 


G == 
Pa poi i ERE ati 


În general, la elemente curbe solicitarea maximă apare în porţiunea si- 
tuată spre centrul de curbură. 


APLICAȚIA 2 


Să se determine forța maximă P cu care se poate încărca bara semicir- 
culară de la aplicaţia 1 (fig. 26.2, a), dacă R —40 cm, iar bara este din 
oțel cu dą = 1 000 daN/cm?, avînd : a) secţiune pătrată, cu latura a = 8 cm ; 
b) secțiune circulară, cu diametrul d =8 cm. 


Rezolvare 
Forţa maximă P se determină din condiţia Omar = Ga. Efortul unitar 
maxim se calculează cu formula (26.9) 


N M d, 
Omar =— 


A Ace Ri 


p 


unde N = Nyss = 1,118 P şi M = Moare = 0,618 P-R (în secțiunea peri- 
culoasă la ọ = 63°30) au fost determinate la aplicaţia 1. 
a) Dacă bara are secțiunea pătrată (a =8 cm), condiţia Cmar = Ga 


devine ; 
1,118P , O018P:R d, 
— + — — Oas 
a’? atse Rı 
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unde : 


Tia je E aia EE E E 0143: cn, 
A-R 12- R 12:40 
R, =hR — Z =40 —4 = 36 cm, 


2 


d == — e =4 — 0,133 = 3,867 cm. 


Înlocuind, rezultă : 
1118P | 0.618:40P 3,867 
şa 8:.0,133 36 
de unde P = 3 035,63 daN. 


b) Dacă bara are secțiunea circulară (d =8 cm), condilia Gmaz = Ga 
se scrie : 


= 1000, 


4-1,118P 4-0,618P-h d 


as 


md? v-d?-e Rı 
unde : 
d? 82 
e = R — rT = R — — ~ 4L [MMs = 0,101 cm, 
>. 4(2R — VAR — d2) 4(2-40 — V4:402 — 8?) 


R, = R =. =40 —4 = 36 cm, 


l 
d, = e =4— 0,101 = 3,899 cm. 
Înlocuind, rezultă : 
4-1,118P 4 -0,618 -40P 3,899 
m- 82 m-8? -0,101 36 
de unde P = 1 819,5 daN. 


= 1 000, 


21. 


METODE ENERGETICE 
PENTRU CALCULUL DEPLASĂRILOR 


27.1. ENERGIA POTENȚIALĂ TOTALĂ DE DEFORMAȚIE 


În cazul general de solicitare, cînd în secțiunea transversală acționează 
eforturile N, T, M, şi Mu energia de deformaţie acumulată de o bară dreaptă, 
în echilibru static, este 


N? da Deda N Midea Mi-au 9 
Aer Naa A NT ceai 27.1 
w 7 Pe ai 7 PETES T G, (27.1) 
l l l 
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unde s-au utilizat expresiile (20.5), (22.20) şi (21.13). Al doilea termen din 
membrul drept al relaţiei (27.1) reprezintă energia de deformație acumulată 
datorită lorțelor tăietoare. Coeficientul x» ţine seama de distribuţia neuni- 
tormă a eforturilor unitare tangenţiale pe secțiune. 


27.2. TEOREMA RECIPROCITĂȚII LUCRULUI MECANIC 
(TEOREMA LUI BETTI) 


Se consideră un corp elastic, în echilibru static, asupra căruia se aplică 
două stări succesive de solicitare, produse de două grupe succesive de sar- 
cin P. și Pi (î = 199, n). Boiţele Pi se aplică în aceleaşi puncte şi pe 
aceleaşi direcții ca şi forțele Pa putînd fi considerate drept alte valori ale 
acestora. 

Aplicînd forțele P,, corpul se deformează. 

Se notează cu ò; proiecția deplasării punctului de aplicaţie al forței P; 
pe direcția acesteia. Lucrul mecanic al forţelor exterioare are expresia : 


n 
SR a 27.2 
bo Aa No (27.2) 


1=] A 


Corespunzător, lucrul mecanic al forțelor P; pe deplasările ò; are expresia : 


1 = 
TESNA 27.3 
=) Ca) 


i=1 


La trecerea de la prima slare de solicitare la a doua. forțele exterioare 
electuează lucrul mecanic : 


n n 
AS pie ale ca e SEE De 27 
il Lo SS 3; s DD o: (27.4) 
dl 


i=1 

Dacă se aplică asupra corpului mai întîi primul gup de sarcini P,. care 
produce lucrul mecanic L, apoi se aplică forțele adiţionale (P; — P,), astfel 
că lucrul mecanic total devine L’, se poate considera că diferența (L — L) 
esle produsă de forțele elastice (P; — P,) pe deplasările (3, — ò) şi de for- 
tele P,, care se aflau aplicate pe corp și care se deplasează pe (3; — ò), rămi- 
nind constante. 

Deci, se poate scrie : 


i Die DD e e YIerai 30 = 
i=1 


i=1 
n n n n 
a, 1 PS. 1 ’ 1 > 1 p) N o2 5 
EET ED a z > RO ee i UR eee > Pi du 27.5) 
[735 tal PA ii 


Egalind expresiile (27.4) și ( 


27.5), deci aplicînd principiul suprapuneri 
efectelor, rezultă ; 


n n 
IP = D Pod, (27.6) 
= IT 
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Această egalitale exprimă leorema  reciprocilălii lucrului mecanic: dacă 
asupra unui sistem elastic se aplică succesiv două încărcări diferite, atunci 
lucrul mecanic efectuat de forțele din prima încărcare pe deplasările produse 
de a doua încărcare este egal cu lucrul mecanic efectuat de forţele din a doua 
încărcare pe deplasările produse de prima încărcare. 

În definiția de mai sus s-au considerat forțe și deplasări generalizate. 
Astfel, în cazul solicitării prin momente concentrate (cupluri), deplasările 
corespunzătoare sînt rotiri. 


27.3. TEOREMA RECIPROCITĂȚII DEPLASĂRILOR 
(TEOREMA LUI MAXWELL) 


Se consideră o bară simplu rezemată, la care prima încărcare este formată 
de forța P, aplicată ìn secţiunea i (fig. 27.1, a), iar a doua încărcare este 
formată tot de o forļă P, aplicată în secţiunea j (fig. 27.1, b). Se notează Viz 
săgeata produsă în secțiunea i de forța P aplicată în secțiunea j. 

Pentru forțele aplicate în secliunile i și j, relaţia (27.6) devine : 

z A Lă Lă Lă 
Pisi ae Ie 5) = IP a Ie 197 Oo (27.7) 
Pentru sistemul particular de forţe ales și cu notatiile din figura 27.1, 
rezultă : 
IP PR Aa = ps Ip =, 
Pa =O O = vas 7 = 0, 
care, înlocuite în relalia (27.7), conduc la 
Pvj; = Revy sau vs =: (27.8) 

Această egalitate exprimă leorema reciprocitălii deplasărilor : deplasarea 
produsă în secțiunea i cînd o lorlă esle aplicată în secţiunea j este egală cu 
deplasarea produsă în secțiunea j cind aceeaşi fortă este aplicată în sec- 
țiunea i. 


Dacă P = 1, se notează v; = 9, unde 5, se numeşte coeficient de influ- 
en[ă. Relaţia (27.8) devine 


d,; == dj (27.9) 


fiind utilizată freevenl în calcule. > 


27.4. TEOREMA MINIMULUI ENERGIEI 
POTENȚIALE TOTALE 


Conform principiului lucrului mecanic 
virtual (stabilit de Bernoulli), condiția 
necesară și suficientă ca un sistem de 
puncte materiale să fie în echilibru este 
ca lucrul mecanic virtual al fortelor 
exterioare şi interioare care acționează 
asupra punetelor sistemului să fie nul, 


v; 


i A A 
La corpuri deformabile, lucrul mecanice Fig. 27.1 
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virtual de deformaţie este egal cu lucrul mecanic al forțelor exterioare pe 
deplasările virtuale. Deci, la sisteme elastice, condiția de echilibru între 
forțele interioare și cele exterioare se poate exprima analitic sub forma: 


Z Psč, HSL, = 0, (27.10) 
=1 


unde primul termen reprezintă lucrul mecanic al forţelor exterioare P} pe 
deplasările (virtuale) inlinit mici, independente de starea de solicitare și 
compatibile cu legăturile 3%, iar al doilea termen reprezintă lucrul mecanic 
al forțelor interioare pe deplasările virtuale 85, 

Dar deplasările 58, nu sint o consecință a acţiunii sistemului de forţe P} 
asupra corpului, fiind independente de sistemul de forțe. În aceste condiţii, 
forțele P} pot fi considerate constante. Primul termen din relația (27.10) 
devine : ; 


n VII } 
PERI PENR = o eaa = 0Lg =:—òWz;, (27.11) 
tj= i= = 


unde Lpz este lucrul mecanic al forţelor exterioare, iar Wp este energia poten- 
țială corespunzăloare. 
Analog se poate stabili relatia : 


AL = —5W, (27.12) 


unde W, este energia potențială de deformalie (energia internă). 
Relaţia (27.10) se mai scrie : 


dLj= Lp + L = 
sau dz = 6(Wre + W) =0, (27.13 


unde L este lucrul mecanic total, iar m — energia potenţială totală. 

Această relaţie exprimă teorema minimului energiei potentiale lolale : dintre 
toate stările de deformaţie compatibile cu legăturile, starea de deformatie 
care corespunde echilibrului este aceea care face minimă energia potenţială 


totală. 
27.5. PRIMA TEOREMĂ A LUI CASTIGLIANO 


Înlocuind egalitatea (27.12) prin (27.10), se obţine: 


Z Pr, =W, =0. (27.14) 


Utilizind dezvoltarea în serie : 
n 


OV, 
ò W, = ` sa AA 
05] 


j=1 


relaţia (27.14) devine: 


n n 
D Pr = AE at, 
oš; 
j=1 j= 


de unde se deduce ; 


Relaţia (27.15) exprimă analitic prima teoremă 
a lui Casligliano : o forţă oarecare este egală cu 
derivata partială a energiei potenţiale de defor- 
maţie în raport cu proiecția deplasării punctului 
de aplicalie al forței pe direcția acesteia. k 


27.6. PRINCIPIUL ENERGIEI POTENȚIALE Wg 
COMPLEMENTARE 


La materiale neelastice sau la structuri cu ne- 
liniarităţi geometrice, caracteristica forță-defor- Fig. 27.2 
mațļie este neliniară (fig. 27.2). 

Aria suprafeței hașurate din figura 27.2 defineşte energia polențială com- 
plemeniară. mărime în general fără semnificație fizică, introdusă de Engesser. 
Aria suprafeței nehașurate de sub curbă definește lucrul mecanic al forței Py, 
egal cu energia potenţială acumulată de corp. 

În cazul acţiunii mai multor forţe, energia potenţială totală complementară 
se poate exprima sub forma : 


We = 5 Pi-5, —W. (27.16) 


Se calculează derivata parţială în raport cu o forță BIE: 


$ n ; 
ow* 08 y ya 

7 =) (E) 
ôP; ôP; ôP; ôP; 


k=l 


= (Pe Spit au E Ba stă 
da A O y 0A 


k 


n 
pi 3,22 (P -2) 28. 
d» 2P, > 28, ] av, 
k=1 k=1 


m N 
k= 
. ==: CERN 
deci d, = JP, (27.17) 


Relaţia (28.17) exprimă principiul energiei potențiale totale complementare : 
derivata parțială a energiei complementare a unui sistem elastic în raport 
cu o forță este egală cu proiecția deplasării punctului de aplicaţie al forței 
pe direcția acesteia, Ea se mai numește și teorema lui Castigliano genera- 
lizată. 
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27.7. A DOUA TEOREMĂ A LUI CASTIGLIANO 


În cazul sistemelor liniare, între sarcinile aplicate şi deplasările punctelor 
de aplicație ale acestora există relaţii liniare. Rezultă că energia complemen- 
tară este egală cu energia potențială de deformaţie 


W = W*, (27.18) 
Înlocuind relația (27.18) în relaţia (27.17), se obţine: 


pa (27.19) 


Relaţia (27.19) exprimă analitic a doua leoremă a lui Casligliano : derivata 
parțială a energiei potențiale de deformaţie, acumulate de un sistem elastic, 
în raport cu o torţă exterioară este egală cu proiecția deplasării punctului 
de aplicație al forței pe direcția acesteia. 

În cazul unui moment exterior concentrat, derivata parţială a energiei 
de detormaţie în raport cu un cuplu este egală cu rotirea în punctul de apli- 
calie a acestuia. 


27.8. CALCULUL DEFORMAȚIILOR LA ÎNCOVOIERE ALE BARELOR 
CU AJUTORUL TEOREMEI LUI CASTIGLIANO 


Pentru bara solicitată la incovoiere, energia potenţială de deformaţie are 
expresia (22.20) : 


W= M -dx = 
2E-1, 


Conform teoremei lui Castigliano (27.19), la o bară cu secțiunea constantă, 
deplasarea pe direcția unei forte exterioare P, este: 


oW 2 Med: 1 oM a 
DUM du, (27.20) 
ôP; oP; ) 22-1 E-I 3P 
l l 


iar unghiul de rolire în punctul de aplicaţie al unui cuplu M; este : 


wo o i 2M 
= = — AM — dr. 27.21 
EM au) | 3M; ( ) 


Dacă se calculează deplasarea într-un punct în care (pe direcţia dorită) 
nu acţionează o forță exterioară, se introduce o forţă fictivă, se calculează 
expresia analitică a momentului încovoietor M funcţie de forţele exterioare 
Și de sarcina fictivă, se calculează derivata momentului încovoietor în raport | 
cu forța fictivă, apoi se anulează forța fictivă în expresia lui M care se intro- | 
duce în relaţia (27,20), | 


Dacă asupra sistemului acţionează mai multe forțe cu notații similare, ) 
atunci cea în dreptul căreia se calculează detormaţia se notează cu un simbol 


A de al celorlalte, După efectuarea derivatei se poate reveni la simbolul 
iniţial, 
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APLICAȚIA 1 

Se cere să se calculeze săgeata și unghiul de 
rotire al liniei elastice în capătul liber al barei 
din figura 27.3. 

Rezolvare Fig. 27.3 

. v s. s1. v ‘IB. . 

Pentru determinarea săgelii se utilizează £ 

relația 


1 M 
D, =)“ U dr. 
E-I ðP 

l 


Se calculează momentul încovoietor în secțiunea z: 


M(a) = —P-a 
2 
şi derivata : ! OM N 
oP 


Rezultă săgeata : 


Pentru determinarea unghiului de rotire, se introduce momentul fictiv Mae- 


Se calculează : 


1 1 
1 3M E P 
= — NM — dr = — P.: Ddr =S 
mz A Fe BA N 2 ea 2E-1 
0 


27.9. METODA MOHR-MAXWELL 


Într-o secțiune oarecare a unei bare drepte, solicitate la încovoiere, mo- 
mentul încovoietor se poate exprima sub forma : 

M ae sata shit o (2723 
unde primul termen din membrul drept arată contribuţia forţei P,, iar al 
doilea termen arată contribuţia celorlalte sarcini aplicate barei. 

Se calculează derivata în raport cu P; 


ôM 
ôP; 


(27.23) 
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înlocuind expresia (27.23) în relația (27.20), rezultă 


Y EN Ati (m 2M dz = =y pm ‘dz. (27.24) 
; 2 Ht 


Dacă se înlocuieşte în expresia (27.22) P; =1 şi u = 0, rezultă M =m, 
deci în relația (27.24) m reprezintă momentul încovoietor într-o sectiune a 
barei care are acecaşi rezemare ca bara studiată, dar este solicitată de 
o singură lorță egală cu unitatea, aplicată în punctul şi pe direcţia pe care 
se calculează deformația. 

Analog, se poate arăta că unghiul de rotire se calculează cu o relaţie si- 
milară : 

0, = zg Meme (27.25) 
BI 
i 
unde m este momentul produs în secțiunea z atunci cînd asupra barei acţio- 
nează un singur cuplu egal cu unitatea, aplicat în punctul respectiv. 


APLICAȚIA 2 
Se cere să se calculeze săgeata la mijlocul barei din figura 27.4, a. 


Rezolvare 


Datorită simetriei, relația (27.24) se scrie : 


1/2 
2 
V = — | mm, 
-I 
d 
P 
unde M =—a, 
2 
iar din figura 27.4, b se obtine : 
m =—: 
1/2 
A P-x 13 
Rezultă : e Ga e a e (27.26) 
BET 2 2 48E-I 
0 


27.10. REGULA DE INTEGRARE A LUI VEREȘCEAGHIN 


În figura 27.5 s-a reprezentat diagrama M, de formă oarecare şi dia- 
grama m, care la bare drepte arc, în cazul general, o variatie liniară. 
Rezolvarea integralei lui Mohr: 


| M-m-dx (97.27) 


se poate face prin metoda grato-analitică a lui Vereşceaghin. 
În secţiunea x 


m =q tga, 
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Diagrama M 


Fig. 27.4 Fig. 27.5 


Elementul haşurat al diagramei M are aria: 
dQl= M-dz. 
Cu aceste notații, integrala (27.27) se poate scrie: 
| M-m-dz = f x-tga-dQ = tga f r-dQ = tga-T-Q =n:Q. (27.28) 


Rezultă că integrala lui Mohr (27.27) se poate calcula înmulțind aria Q 
a diagramei M cu ordonata y a diagramei m, din dreptul centrului de greu- 
tate al suprafeței diagramei M. 

De notat că metoda lui Vereșceaghin se aplică numai la bare drepte, la 
care diagrama m este liniară. Dacă diagrama m are porțiuni cu înclinări 
diferite, relația (27.28) se aplică pe intervale 
£u pantă constantă. 


APLICAȚIA 3 


Se cere să se calculeze panta liniei elastice 
pe reazemul 1 şi săgeata la mijlocul barei 


din figura 27.6, a prin metoda Mohr-Maxwell d UL o 
Și regula de integrare a lui  Vereşceaghin. PI 
Rezolvare 


În figura 27.6, b s-a construit diagrama M. | ; 
Pentru calculul săgəții v, se construieşte ES 


sistemul din figura 27.6, c. Diagrama m este 


dată în figura 27.6, d. Deoarece diagrama m a 
are pante diferite, calculul se face pe inter- UI [E 


Ed ASIA, 
sale : DB A 


Pentru calculul unghiului în reazemul 1, se 
aplică un cuplu egal cu 1 pe reazemul barei 


din figura 27.6, eşi se construiește diagrama m m ; 
din figura 27.6,f: o e 
aaa 1 3 


da Par a ere 
p = rit NA Fig. 27.6 


BI 
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Dacă în urma aplicării unei me- 
tode energetice se. obţine o defor- 
maţie negativă, rezultă că aceasta 
are loc în sens contrar fortei sau 
cuplului ce acţionează în punctul 
respectiv. 

APLICAȚIA 4 

Să se calculeze săgeata şi unghiul 
de rotire în secţiunea 3 a barei 
din figura 27.7, a, prin metoda 
Mohr-Maxwell- Veresceaghin. Se cu- 
noaşte modulul de rigiditate la 
încovoiere E-I. 


Rezolvare 
Se determină reacțiunile şi se con- 
struiește diagrama M (figa 27.7, b). 
Pentru calculul săgeții în punctul 3, 
se aplică în acest punct o forță 
` verticală egală cu 1, orientată în 
sensul în care se presupune că 
are loc deplasarea | (fig. 27.7, c). Se 
calculează reacțiunile şi se trasează 
diagrama m' (fig. 27.7, d): Supra- 
fața diagramei M fiind mărginită 
de linia zero şi parabola 


- sossen ze a i à m e i 
q-l-z — Toi vai avea aria egală cu lg. Săgeata va fi: 


PR A 


aia da eo po i 


Si, Lmg uo 

$ OREINS 2A 3E-I 
Pentru calculul unghiului de rotire a secţiunii 3, se încarcă bara în această 

secțiune cu un cuplu egal cu 1, orientat în sensul în care se presupune că 

are loc rotirea secțiunii (fig. 27.7, e). Se calculează reacţiunile și se trasează 

diagrama m” (fig. 27.7, f). Unghiul de rotire va fi: 


2 AN 
= AE RIEA EERIE 
93 S E 


1 
E-I 2 
Întrucît atit săgeata cît şi unghiul de rotire au rezultat cu semnul pozitiv, 
deplasarea și rotirea vor avea loc în sensurile presupuse iniţial. 


APLICAȚIA 5 D am 


Să se calculeze deplasările pe verticală și orizontală, precum şi unghiul 
de rotire în secţiunea 2 a barei cotite din figura 27,8, a prin metoda Mohr-Max- 
well- Vereșceaghin, Se cunoaște modulul de rigiditate la încovoiere E» I. 
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Fig, 27.8 Fig. 27.9 
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Rezolvare 


Se trasează diagrama M (lig. 27.8. b). Pentru calculul deplasării pe verti- 
cală în punctul 2 se aplică în acest punct o forţă verticală egală cu 1, 
(fig. 27.8, c) şi se trasează diagrama m’ (fig. 27.8, d). Rezultă deplasarea 
pe verticală : 


Vo = ar | 8PD(—4) -F- 7 31(—3P-D(—30)] e SiR 


2E-I 
Pentru calculul deplasării orizontale a punctului 2, se aplică în acest punct 
o forță orizontală egală cu unitatea (fig. 27.8, e) şi se trasează diagrama m” 
(fig. 27.8, f). Rezultă deplasarea pe orizontală’: 
uU f | 
hu pi U-3P-D | = | 
E-I 2 2E-1 


Pentru calculul unghiului de rotire a secţiunii 2, se aplică în această sec- 
ţiune un cuplu egal cu unitatea (fig. 27.8, g) şi se trasează diagrama m” 
(fig. 27.8, h). 

Rezultă unghiul de rotire : 


1 1 15P 12 

P = [32-1 n FNSP] -i 
Dacă la încărcarea exterioară a barei se adaugă în punctul 4 şi cuplul 
concentrat 2P-l (fig. 27.8, i), diagrama M va avea aspectul din figura 27.8, j, 
suprafaţa diagramei descompunîndu-se în figuri geometrice la care se pot 
determina cu ușurință ariile şi pozițiile centrelor de greutate. Diagramele m’, 
m” şi m” rămîn neschimbate, deplasările și unghiul de rotire calculîndu-se 

în acelaşi mod. Rezultă : 


I = z |W5P-D(-40 + 31(—2P-D(—2,50) +> 3K -=3P-D(-3)|= 


__ 97p-b 
2E-I 


» 


1 L) SPE 
h, = — I(—5P-Ņ)| — —| = 
T A J| a 2E-I 


e zau —5P-D(—1) ENT E — Su -5P-)(—1)|= TE 


APLICAȚIA 6 


Să se calculeze deplasările pe verticală și orizontală, precum şi unghiul 
de rotire în secțiunea 2, pentru bara cotită din figura 27.9, a, prin metoda 
Mir Maxwell- Vereșceaghin, Se cunoaște modulul de rigiditate la încovo- į 
iere E-I, 


336 


Rezolvare 


Se trasează diagrama M (fig. 27.9, b). Pe intervalul 1—2 diagrama se 


descompune într-o porţiune dreptunghiulară și o porţiune mărginită de 
ei n j P x A RT > 
paralela la linia zero şi parabola —20 P.1+ 6 06 dr T a cărei arie este 


la ; : i , 1 ‘ 
a Gl (—18 P-a), iar abscisa centrului de greutate —6a= a. 


Aplicînd în punctul 2 succesiv o forță verticală, una orizontală și un cuplu 
concentrat, egale cu unitatea (fig. 27.9, c, e, 9), se construiesc, pentru fiecare 
caz de încărcare, diagramele m', m” și m” (fig. 27.9, d, f, h). Se calculează 
deplasările pe verticală și orizontală şi unghiul de rotire în secțiunea 2: 


v = e —2P.0(—30); + 6H(—18P: -21]- ea 
în = y (|6tt—2P-0 +$ esp. n|) + 220: goe ea 


SR 1 A E E BA pl 
pt sa [eu —2P-D(—1) + Š 6(—18P-I)(—1) + 2(—2P-1)( 1|- 


27.11. CALCULUL DEFORMAȚIILOR SISTEMELOR SOLICITATE 
LA ÎNTINDERE-COMPRESIUNE 


În cazul solicitării la întindere-compresiune, se calculează deformaţiile 
prin metoda Mohr-Maxwell, cu relaţia : 


N-ndr 
3, DD nri, (27.29) 


unde N este forța axială în secțiunea x a sistemului solicitat de forțele exte- 
rioare, n este forța axială în secțiunea xv a sistemului cu aceeași rezemare, 
dar solicitat de o singură forță egală cu 1 aplicată în punctul și pe direcția 
lui 8, iar E-A este modulul de rigiditate la întindere-compresiune. 

Relaţia (27.29) se poate deduce direct, pe baza unui raționament analog 
cu cel folosit la demonstrarea teoremei lui Betti. 

Se aplică sistemului o forţă egală cu unitatea, pe direcţia deplasării cău- 


tate 8,. Energia potenţială de delormaţie (20.5) este | e . Se aplică apoi 


N? dx 


forțele exterioare. Energia de detormaţie corespunzătoare este ja 703 La 


aceasta se adaugă lucrul mecanic efectuat de forța 1 pe deplasarea d 
produsă de forțele exterioare, Energia finală totală 


mda N! dx 3 
li iir U led, (27.30) 
l l 
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22 — Mecanica și rezistența materialelor — cd, 164 


este egală cu energia potenţială acumulată 


D LI x £ ; 3 7 
i în cazul aplicării simultane a lorţei unitate 
tt, WI) A 
SI? şi a sarcinilor exterioare 
£ K 
PI pa SA P Q "(N n ide, AEP 
a h p- (N e nr (27.31) 
®©) 26-A 
i 


Egalind expresiile (27.30) şi (27.31), re- 
zultă : 


Tensed 
put | (27.32) 

E-A 
Vig. 27.10 i 


APLICAȚIA 7 
Să se calculeze proiecţiile pe verticală şi orizontală ale deplasării punctu- 


lui 3 al sistemului de bare articulate din figura 27.10, a la care E-A = 
= const. 


Rezolvare 

Se calculează înlii reacliunile, apoi, utilizînd metoda izolării nodurilor, 
se determină eforturile în” bară.“ Ținind seama de convenţia de semne 
din rezistența materialelor, 


B ; p 
ÎN ep Na E IP 


; 
sin & is a 


NA Sa 


Pentru calculul deplasării verticale vs, se înlocuieşte P = 1 şi se obține: 


1 1 
Ras = — ION; nu =l. 
sin & tg a 


Relaţia (27.29) devine : 
E-A-w =X Nenaa = Nisgil E NaaNsa+la2 + Noreal = 


1 P-lsina = 


cos? q 1 5 PEN â 
usa + sin e) = = - (sin'a + cos? a + 1) 
sin a 


sin: g. sin? g 


. . in? "Os? al 
deci: Dee sin? g+ costa + 1 
E-A sin? g 


Pentru calculul deplasării orizontale ha, se aplică o forță orizontală egală 
cu unitatea în punctul 3 (fig. 27.10, b) şi se calculează eforturile în bare: 


Ng =a =0; ny = +l. 


Rezultă ; 
Nis'hiseleosg T 1 P an 
hy = m AES = =— — ll cos a SE sii sostan 
E'A EA tga RA sina 
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28. 


SISTEME STATIC NEDETERMINATE 


28.1. GENERALITĂȚI 


Sistemele static nedeterminate (denumite și sisteme hiperstatice) studiale 
în rezistenţa materialelor sînt sisteme elastice la care nu se pot determina 
toate eforturile cu ajutorul ecuaţiilor de echilibru ale staticii. 

Atunci cînd numărul reacţiunilor necunoscute, datorite legăturilor, este 
mai mare decit numărul ecuaţiilor de echilibru statie, sistemul este static 
nedeterminat exterior. Gradul de nedeterminare este egal cu diferența între 
numărul de necunoscute şi numărul ecuaţiilor de echilibru. 

Atunci cînd sistemul de bare conţine contururi închise, nu se pot determina 
eforturile interioare, sistemul fiind statie nedeterminat interior. Un contur 
plan închis, solicitat de forţe coplanare, este triplu static nedeterminat. 

În continuare se vor considera numai sisteme de bare plane, solicitate 
de forțe coplanare, la care gradul de nedeterminare n este dat de relaţia: 


n=r+3e —e, 


unde r este numărul reacțţiunilor exterioare, c — numărul contururilor în- 
chise, iar e = 3 este numărul ecuatiilor de echilibru din statică. 


28.2. METODA EFORTURILOR 


Se consideră un sistem static nedeterminat (s.s.n.) exterior. 

Înlocuind legăturile cu reacțiuni, în afara forțelor exterioare, asupra sis-— 
temului vor acţiona m reacţiuni, pentru calculul cărora se dispune de trei 
ecuaţii de echilibru. Pentru rezolvarea problemei, trebuie scrise încă (m — 3) 
ecuaţii, reprezentind condiţii de deformație. 

Se utilizează metoda eforturilor. Sistemul static nedeterminat (s.s.n.) se 
transformă într-un sistem static determinat (s.5.d.) echivalent, prin supri- 
marea unui număr corespunzător de legături, care se înlocuiesc cu (m — 3). 
forțe (sau momente) exterioare numite necunoscute stalic nedelerminale (reac- 
țiuni hiperstatice). care se-vor nota distinct cu X; (J =1, ..., m — 3). 

Se scriu condiţiile de echivalență între cele două Sisteme, reprezentînd. 
condiţii de deformaţie pe directiile necunoscutelor static nedeterminate. Se 
rezolvă sistemul format din ecuaţiile de echilibru şi condiţiile de deformaţie, 
determinind reacțiunile şi toate forțele exterioare ce acționează asupra sis— 
temului static determinat echivalent. Astiel, problema se reduce la studiul 
sistemului static determinat. echivalent. 

De menţionat că la sisteme static nedeterminate compuse din bare diferite, 
în general, se face un calcul de verificare a eforturilor unitare din bare, deoa- 
rece la scrierea condiţiilor de deformaļie trebuie cunoscute modulele de 
rigiditate ale barelor componente., La sisteme formate din o singură bară 
sau din bare cu același modul de rigiditate, se poate face şi un calcul de 
dimensionare, 
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28.3. TEOREMA LUI MENABREA 


Condiţiile de echivalență, între sistemul static nedeterminat dat și sis- ` 
temul static determinat echivalent, se pot scrie utilizind a doua teoremă 
a lui Castigliano (27.19). 

La sisteme static nedeterminate exterior, cu reazeme fixe, deplasările pe 
diveclia necunoscutelor static nedeterminate sînt nule, deci condiţiile de 
detormalie se scriu sub forma : 


pt lo), (28.1) 


Relaţia (28.1) exprimă analitic teorema lui Menabrea : valorile reacțiunilor 
hiperstatice corespund valorii minime a energiei potenţiale de deformație. 
Într-adevăr, relaţia (28.1) indică o condiţie de extrem a energiei de defor- 
maţie. Se demonstrează că acesta este un minimum dacă echilibrul este 
stabil. În acest sens, teorema lui Menabrea corespunde principiului lucrului 


mecanic minim. 
În cazul barelor solicitate la încovoiere, relaţia (28.1) devine: 


ja SE ai) (28.2) 
JEL x, 


sar în cazul barelor cotite şi al cadrelor, aceasta se extinde pe toate barele 
“componente : 


Teorema lui Menabrea se aplică şi sistemelor static nedeterminate inte- 
rior : valorile eforturilor static nedeterminate, care apar în barele unui sis- 
tem în echilibru stabil, fac minimă energia potenţială de deformație. 


APLICAȚIA 1 


Se cere să se construiască diagrama momentelor încovoietoare la bara 
„din figura 28.1, a. i 
Rezolvare 
Înlocuind legăturile cu reacțiuni (fig. 28.1, a), 
se pun în evidenļă patru reacțiuni, pentru 
calculul cărora se dispune de numai trei ecuaţii 
de echilibru. Sistemul este simplu static nede- 
g terminat. Se alege V, drept necunoscută statie 
m, ( nedeterminată şi se nolează X,. Se desñințează 


b r r 

y Că reazemul simplu din punctul 2 şi se constru- 
| 4 1 À A : t k 

/ iește sistemul static determinat echivalent 


(fig. 28.1, b). Forţa exterioară X, acționează 
în capătul liber din punctul 2. 


(a 
Condiţia de echivalență între s.s.n. (fig. 281,4) 
pai şi s,s.d. (lig, 28.1, b) este: 
Fig, '28,1 U = 0, 
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deci, deşi sistemul static determinat din figura 28.1, b are capăt liber în 2, 
se caută acea valoare a forţei X, care, acţionind asupra barei împreună cu 
sarcina distribuită q, face ca săgeata în punctul 2 să fie nulă (ca și cum ar 
exista un reazem simplu). 

Conform relaţiei (28.2), pentru bara de secțiune constantă, condiţia de 
deformatie se mai scrie: 


| 

l 
| (m da E) 
| , ðX: 


În secţiunea xv, momentul încovoietor este: 


M(a) = X-a 12, 


iar derivata în raport cu forța X, este: 


Condiţia de deformaţie devine : 
1 
(xe — 1 ja-da = 0, 
0 


de unde rezultă : 


3q- 
a U 


Din ecuațiile de echilibru se calculează apoi 


5q-l dE 
Wep Mh E, 
8 8 
astfel că se poate construi diagrama Mo P p 
momentelor încovoietoare (fig. 28.1, c), 6203419 © © A 
pe baza căreia se face dimensionarea 
s.s.n 4, Aho T, 


barci. 


| 28.4. ECUAȚIILE CANONICE 


i ALE METODEI EFORTURILOR FEN A 

| [2] ; a 
Se consideră sistemul static nede- 9 20 

| terminat din figura 28.2, a, la care du £ 

| se pune problema determinării reacţi- (ii 2 a 

| unilor, Sistemul este dublu static nede- t 


4erminat. Se construiește sistemul sta- d, 
(ie determinat echivalent (lig. 28.2, b) da i 
unde necunoscutele statie nedetermi- A 


mate s-au notal cu Xy respectiv Xa rig. 28.2 
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Se formează apoi încă trei sisteme, avind aceeaşi rezemare ca sistemul 


static determinat, însă solicitate diferit: 

a) sistemul 0 (numit şi sistem de bază), solicitat numai de forţele exte- 
rioare aplicate inițial asupra ss.n. (fig. 28.2, c); 

b) sistemul 7, solicitat de o forță egală cu 1, aplicată în punctul şi pe di- 
recţia lui Xi (fig. 28.2,d); 

c) sistemul 2, solicitat de o forţă egală cu 1, aplicată în punctul și pe di- 
recția lui X, (fig. 28.2, e). 

Condiţiile de echivalență între s:s.n. (fig. 28.2, a) şi s.s.d. (fig. 28.2, by 
se scriu : 


i (08 0) (28.3) 
deci s.s.d. trebuie să aibă săgeți nule în punctele 1 şi 2, care în s.s.n. cores- 
pund sectiunilor din dreptul reazemelor. 

Utilizînd conceptul de coeficient de influenţă (v. $ 27.3), în figurile 28.2, ¢ — 
28.2, e s-au notat deplasările în secţiunile 1 și 2. Astfel, 8», reprezintă depla- 
sarea în punctul 2 produsă de o forță egală cu unitatea aplicată în secțiu- 
nea l. Generalizind, ò», reprezintă deplasarea în sistemul 1, măsurată în 
punctul și pe direcția lui X,. Astfel, 3. este deplasarea în sistemul 0, în punc- 
tul de aplicaţie şi pe direcţia de acțiune a lui X, ete. 

Aplicînd principiul suprapunerii efectelor, relaţiile (28.3) se seriu : 


50 aF X 9 alai DCL = 0, 
dz + Xito, + Xa" 922 = 0, 


de unde rezultă necunoscutele static nedeterminate X, SIEN 

Relațiile (28.4) reprezintă ecuațiile canonice ale melodei eforturilor şi pot 
fi generalizate uşor la sisteme cu un grad mai mare de nedeterminare. 

Dacă se notează M°, m, Şi m, momentele încovoietoare într-o sectiune 
oarecare a sistemelor 0, 1, respectiv 2 (neapărat aceeași secțiune), coeficienții 
din ecuațiile (28.4) se pot calcula cu metoda Mohr-Maxwell astfel : 


mẹ -dx -M -dx 2d 
du -=$ ; 3 Og a Ft RE dE A SEE a dz > 
EEI: 


; E-I E-I 
: (28.5) 
x e ( M°-m dx 
0.0 =A d NHM 
BI E-I 


La acest rezultat se poate ajunge și pe baza teoremei lui Menakrea. Într-o 
secţiune oarecare a sistemului statie determinat (fig. 28.2, d), momentul 
încovoietor se poate scrie sub forma : 


M(x) kam mX, -k Ma’ Xa + Mr, (28.6) 
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Fig. 28.3 ` 


Conform teoremei lui Menabrea, în cazul particular al încovoierii 


M ôM EREM M 
= Mae =0 si zM LOM az =o (28.7) 
E-I; 0X: ` EI X: 
l i 
A adl ôM a PREETI A TÈ. A A 
Calculind = [lup PAT şi făcînd înlocuirile în relațiile (28.7) se 
N x, 


obține : 


(E (M° + mu Xut Ma X2)m,-dr = 0, 


23.8) 


(za (M° A+ m A + ma: Xam dr = 0, 
i 


care cu notaliile (28.5) se transformă în ecuaţiile canonice (28.4). 


APLICAȚIA 2 


Se cere să se construiască diagrama momentelor încovoietoare la bara 
cotilă din figura 28.3, a. 

Rezolvare 

Se aleg reacţiunile Æ, și V, drept necunoscute static nedeterminatle, se 
transformă articulaţia 1 în capăt liber și se construieşte sistemul static deter- 
minat echivalent (fig. 28.3, b). Se construieşte sistemul 0 (fig. 28.3, c) şi dia- 
grama de momente încovoietoare M? (fig. 28.3, d), apoi sistemul 1 (fig. 28.3, e) 
și diagrama m, (fig. 28.3, [) și sistemul 2 (fig. 28.3, 9) și diagrama ma 
(fig. 28.3, h). 
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AL Se calculează coeficientii (28.5), utilizînd regula lui Vereşccaghin : 
P-L 


Di 


Ss (Pie = — 


EI 2E-1 
l SN ROD | ata Es Oli 
do EI în fa. Di 6 6E-I 
| 1 2 ui 
Sa, Dotat esa Ec] == , 
du T SAE za 3 l 3E-I 
Săi E TE E e 
c EI 2 3 3E-I 
1 26 
9 = ð = — 2l -ll = 
òi = dau E-I E-I 


8 5P 
2X, +— X, = —.> 
= sase 6 
cu soluţiile : 
6P 17P 
X, = —— şi X, =— 
co w DT 4 


Semnul minus arată că forța X, are sens contrar sensului indicat în figu- 
ra 28.3, b. Rezultă că sistemul static determinat echivalent are configurația 
din figura 28.3, i iar diagrama de momente este cea dată în figura 28.3. j- 


APLICAȚIA 3 


Să se construiască diagramele de eforturi N, T, M la bara cotită din 
figura 28.4, a. 


Rezolvare 


Sistemul este simplu static nedeterminat. Se alege reacţiunea H, drept necu- 
noscută static nedeterminată, se transformă articulaţia 1 în reazem simplu 
şi se construiește sistemul static determinat echivalent (fig. 28.4, b). Siste- 
mul 0 (fig. 28.4, c) are diagrama de momente M° (fig. 28.4, d), iar sistemul ? 
(fig. 28.4, e), diagrama de momente m, (fig. 28.4, f). 


Se calculează coeficienţii de influenţă (28.5) cu regula lui Vereşceaghin : 


1 1 12q-1 
Sa RT 12) (0 este” 
9 ema pe Anal UA hm i 


EI |2 


aie te i | DE [i EVA 0 a A 31 —30(—20 | 2118. 
Ai 3—3) (—21) +> 31(—30 2) | = air 


Înlocuind în (28.4), rezultă: 


3 129. 
E ur T EAI aa Akai 
ba 181 3 


Fig. 28.4 


Semnul minus arată că sensul lui X, este invers decit cel presupus inițial 
în figura 28.4, b. 

Sistemul static determinat echivalent este prezentat în figura 28.4, g, iar 
diagramele N, T, M— în figurile 28.4, h, i j. 


APLICAȚIA 4 

Să se construiască diagramele de eforturi N, T, M la bara cotită dim 
figura 28.5, a. 

Rezolvare 


Se alege reacliunea V, drept necunoscută static nedeterminată (sistemul 
. ZI ` T . 
este simplu static nedeterminat), se transformă reazemul 2 în capăt liber 


Fig. 28.5 
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aia ii 


şi se construieşte sistemul static determinat echivalent (fig. 28.5, b). Sis- 
temul 0 (lig. 28.5, c) are diagrama de momente M° (fig. 28.5, d), iar siste- 
mul 1 (fig. 28.5, e) diagrama Ke momente m, (fig. 28.5, f). 

Se calculează Coetioientii de influență (28.9) cu regula lui Vereșceaghin : 


Sk tale |urc—2P-0s i =al —8P-091 + 41(—2P-D61 + a —2P-0wu) FE 
E-I : 


= —240P.b, 
261 14928 
3E-1 


du E + S F AL6L-61-+ = 6I-6l-al] să 


Înlocuind în (28.4), rezultă : 


T940: 2 z 
IN e ati D a A ETEA. 
Sn REP 1432 à 
Sistemul static determinat echivalent este prezentat în figura 28.5, g, iar 
diagramele N, T, M — în figurile 28.5, h, i, j. 
APLICAȚIA 5 


Să se construiască diagramele de etorturi N, T, M la bara cotită din 
figura 28.6, a. 


Rezolvare 


Sistemul este dublu static nedeterminat. Se aleg reacțiunile H, şi V} drept 
necunoscute static nedeterminate, se transformă articulația 2 în capăt liber 
şi se construiește sistemul static determinat echivalent (fig. 28.6, b). Sis- 
temele 0, 7 și 2 sînt prezentate în figurile 28.6, c, e, g, iar diagramele cores- 
punzătoare Mo, m, şi m, — în figurile 28.6, d, f, h. Se calculează coeficienții 
de influență (28.5) cu regula lui Vereșceaghin : 


A E 2P) +E (—2P-)2 + 2(—2P-1) F a, 
Ano =z | a —2P. D) EE JP: D). = p> 21( 0p .D: 1|- = 12P -B k 
ai E-I 
n pe 21-21 e = oja 2] EER 
3E-I 
3 a ral op E 221 ÎL + 2l H 2-4 mi 


dp = — | 21-21. 21 01: ojo i osia 
A I E-I 
Înlocuind în ecuaţiile (28.4), se obține sistemul: 
32X, + 30X, = 36P, 
MORR E ES E NA, 
7 z 6 
de unde X, = P; Xa a să 


Sistemul statie determinat echivalent este prezentat în figura 28.6, i, iar 
diagramele N, T, M în figurile 286,j, k, l 
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Fig, 28,6 


APLICAŢIA 6 


Se cere să se construiască diagrama momentelor încovoieloare la cadrul 
închis din figura 28.7, a, avind toate barele cu acelaşi modul de rigiditatea 


Rezolvare 


Se secționează cadrul prin planul orizontal de simetrie 72 și se pune pro- 
blema determinării eforturilor în secțiunile 1 şi 2 (fig. 28.7, b). Teoretic, 
jumătatea cadrului este triplu static nedeterminată, în fiecare secțiune actio- 
nînd trei eforturi. Datorită simetriei, forțele tăietoare sînt nule, forţele axiale 

. LI E g Pa JO o i 
se determină din ecuațiile de echilibru N = —, iar momentele încovoieloare 
92 


sint egale între ele. Se alege valoarea lor comună X, ca necunoscută stalic 
nedeterminată. 

Condiția de echivalență între s.s.n. din figura 28.7, a și s.s.d. din figura 28.7, b 
impune ca în punctele 1 și 2 panta fibrei medii deformate să fie nulă. Sistemul 
fiind simplu static nedeterminat, această condiţie se scrie: 


310 + X, ò, = 0. 


Fig. 28,7 
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Se construieşte sistemul 0 (tig. 


l (tig. 23.7, e) si diagrama m E 28,7, [). 


Se calculează : 


Blau (DOI) e 2009020) FL 


deci rezultă: 


încovoietor este —X, + 


Pl Pa 
r OEA 
a este simetrică. 
b 


verticale. 


canonică : 


în care: 


CON ( Aen dar 
d = | Peer 
20 E-A 


L 


28.7, €) si diagrama M° (lig. 28.7, d), apoi 


În punctul de aplicaţie a forţei, momentul 


Diagrama 


— gy = 


28.5. SISTEME STATIC NEDETERMINATE 
SOLICITATE LA ÎNTINDERE 
ȘI COMPRESIUNE 


În cazul sistemelor solicitate la întindere- 
compresiune, ecuaţiile canonice ale metodei 
eforturilor au tot forma (28.4), coeficienţii Òi 
determinîndu-se cu relații de forma (27.32). 

c Fie sistemul din figura 28.8, a, format 
dintr-o bară rigidă, articulată la un capăt, 
suspendată de două elemente elastice și soli- 
citată de forla P. Se cer eforturile din barele 


d Înlocuind legăturile cu reacţiuni, se pun 
în evidenţă patru reacțiuni H, V, lata SS data 
deci sistemul este simplu static nedetermi- 
nat. Se alege R, = X, drept necunoscută 

e static nedeterminată. Se construieşte s.s.d. 
echivalent (fig. 28.8, bD) şi se scrie ecuația 


do =F Xið = 0, 


şi du = 


Pentru calculul acestor coelicienți secon- 


9 struieşte sistemul 0 (fig. 28.8, c) şi dia- 


l ip 
g a 0 grama N° (fig. 28.8, d), apoi sistemul 1 
Fig, 28,8 (lig. 28,8, e) şi diagrama n, (fig. 288, M. 
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Ulilizind regula lui Vereşceaghin, rezultă : 


pa ta A azi 
T 4E'A 


EA 2 2 
1 1 1 dl 
=- F -j= — — l —— =s , 
du AA | H | A 4E. À 
è 3P 
INA Pay tt Cupe SEE 
deci : 1 E $ 


În sistemul static determinat echivalent (fig. 28.8, g) se poate calcula 


` 6P 
reacţiunea R," = A 


29. 


FLAMBAJUL BARELOR DREPTE 
29.1. INSTABILITATEA ELASTICĂ 

În mecanică, un corp este în echilibru stabil dacă, deplasat din poziția de 

echilibru. tinde să revină singur în poziţia inițială. Este cazul unei bile într-o 

. concavitate (fig. 29.1, a). Orice perturbaţie exterioară face ca bila să se depla- 
seze într-o poziție vecină. căreia îi corespunde o energie potențială mai mare, 
ea tinzind apoi să revină în poziţia de potenţial minim. 

Un corp este în echilibru instabil dacă, deplasat din poziția de echilibru, 
tinde să continue singur mişcarea. Este cazul unei bile în echilibru pe o con- 
vexitate (fig. 29.1, b). Cea mai mică perturbaţie deplasează bila într-o poziţie 
căreia îi corespunde o energie polenlială mai mică. Ea părăsește poziţia 


de echilibru instabil fără să mai revină. 
În fine, corpul este în echilibru indiferent dacă rămîne în echilibru în orice 
pozilie vecină în care este deplasat. Este cazul bilei pe un plan orizontal 
| (fig. 29.1, c). Testarea stabilităţii echilibrului se face tot printr-o perturbaţie 
exterioară, care deplasează corpul într-o poziţie de aceeași ener 
țială, constituind o nouă posibilitate de echilibru. 


PAN 
wW 
Toz (UEN 
4 Z La Eg > 
fa b 
c 


Fig. 20.1 


gie poten- 
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Dacă se notează cu m energia potențială a corpului în 
Starea inițială, prin deplasarea lui din această poziție, energia 
sa potențială capătă o variaţie Ax. Dacă Ar > 0, echilibrul 
este stabil; dacă Amr <0, echilibrul este instabil şi dacă 
Ar = Q, echilibrul este indiferent. 

Sistemele elastice au o comportare asemănătoare, cu 
deosebirea că în locul stabilităţii poziției de echilibru se 
studiază stabilitatea (formei sau) configurației de echilibru 
sub acţiunea fortelor exterioare. 

Dacă prin deformarea structurii şi trecerea ei într-o 
contiguraţie adiacentă infinit vecină, care satisface condiţiile 
geometrice de rezemare, energia potențială totală creşte 
Ax > 0, deci dacă variaţia energiei potenţiale de deformaţie 
este mai mare ca lucrul mecanic al forțelor exterioare 
AW, > AL, atunci configurația inițială este stabilă. Dacă 

Fig. 29.2 prin deformarea structurii AW, < AL, configuraţia iniţială 

este instabilă. 

La limita celor două domenii, cînd Amz = 0, deci cînd AW = AL SiS 
temul este în echilibru indiferent. Are loc o bifurcare a echilibrului, sistemul 
putind lie să-și păstreze configuraţia iniţială, fie să treacă în altă configurație 
apropială. Starea sistemului la atingerea echilibrului indiferent este consi- 
derată crilică, sarcinile corespunzătoare fiind denumite sarcini crilice. 

Astfel, în cazul unei bare drepte, simplu rezemate la capete, solicitate 
axial (fig. 29.2), se reîntilnesc cazurile de echilibru din figura 29.1. 

Dacă forța P este mai mică decit sarcina critică Pen forma rectilinie repre- 
zintă o configurație stabilă. Acţionind asupra barei cu o forță AF, bara se 
deformează. La îndepărtarea forței AF, bara revine la forma rectilinie ini- 
tțialā (de echilibru stabil). : 

Dacă P > P.n teoretic forma rectilinie reprezintă o configurație de echi- 
libru. Aplicarea forței transversale AF face ca bara să părăsească forma 
rectilinie, să se deformeze foarte mult, ceea ce, în general, duce la rupere. 
Forma rectilinie inițială reprezintă o configurație de echilibru instabil. 

Dacă P = P., bara poate fi deformată prin aplicarea forței AF, şi orice 
formă deformată apropiată de forma iniţială reprezintă o configurație de 
echilibru, căci forța critică P,, corespunde echilibrului indiferent. 

Dacă forļa P este aplicată static, deci dacă valoarea ci creşte monoton 
de la zero la valoarea nominală, forța critică P., se atinge atunci cînd este 
posibilă o configurație de echilibru curbilinie, deci cînd se pierde stabilitatea 
formei rectilinii. 

În general, pierderea stabilității unei anumite configurații de echilibru 
a unui sistem deformabil, sub acțiunea forțelor aplicate, se numeşte flambaj. 

Deoarece după flambaj se produc deformaţii mari, însoțite de eforturi 
unitare mari, flambajul duce în general la rupere sau pierderea capacităţii 
portante a structurilor deformabile. 

Fenomenul de flambaj pur (cu biturearea echilibrului) descris mai sus 
este practice irealizabil. Barele nu sînt riguros rectilinii, avînd detormații 
iniţiale, iar forţele nu se pot aplica perfect axial. În aceste condilii, practic 
se observă o încovoiere cu forță axială, cure duce la flambajul prin diver- 
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gență. În acest caz, imperfectiunile și sarcinile transversale produc o confi- 
gurație iniţială ușor deformată. Forța axială produce un moment încovoietor 
care accentuează aceste deformaţii. Creșterea deformaţiilor duce la creș- 
terea momentului încovoietor, care la rîndul lui mărește deformaţiile. Cînd P 
inas spre P, fenomenul este divergent, deformațiile crescînd teoretic 
nelimitat, 


29.2. CALCULUL SARCINII CRITICE 
PRIN METODA ENERGETICĂ 


Se consideră bara dreaptă, comprimată axial, din figura 29.3. Forța cri- 
tică de flambaj Pe, se determină din condiţia de echilibru indiferent, egalind 
lucrul mecanic al forţei exterioare P,,: 


ÎL za, 
cu energia potenţială de deformaţie acumulată de bară în configuraţia curbi- 
linie: 
pE l 
W= 4 -da | FE DE-O az, (29.1) 
d 


2B-1| 2 
d 
unde s-a utilizat ecuaţia diferenţială liniarizată a fibrei medii deformate 
(22.27). 

Deplasarea u a punctului de aplicaţie a forței P,, este egală cu diferenţa 
între lungimea barei l și proiecția fibrei medii deformate pe direcţia de acțiune 
a fornjel Pere 

Pentru un element de bară de lungime ds, se poate scrie: 


ds = VF F= ae]]i + (22) = afi + 2 (2) | aa(i o): 


|2 |dz 
unde s-a utilizat ipoteza micilor deformaţii = tgọ =. i 
T 


2 1 
Deplasarea elementară este du = ds —dr=—o02-dz, 5 
2 


deci deplasarea punctului de aplicaţie a forţei critice 
de flambaj este : Ă 


2 l 
1 ` 
uU = fdu = pi | (oda, 
O 0 
iar lucrul mecanic al acesteia 
l 
Lă= e | (pda, (29.2) 
y Fig. 29.3 
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Egalind (29.1) şi (29.2), se obține expresia forţei critice de flambaj : 


l 
f| E-I(oaz 
0 


Por =. (29.3) 
7 f (haz 
0 


Dacă v(x) este forma deformată exactă a barei, atunci relația (29.3) dă 
valoarea exactă a forței critice de flambaj. Dacă se utilizează o formă defor- 
mată aproximativă, relația (29.3) dă o valoare aproximativă, întotdeauna 
mai mare ca cea exactă, aproximațļia fiind cu atît mai bună cu cit v(x) se 
apropie mai mult de forma exactă. 

Astfel, dacă se alege deformata exactă (v. subcap. 29.3) 


UED = vo sin F 


l i 
` vT? PETRO, vT? 
atunci : (Oaz = Er (cos FE dr = 
2 
d 0 


l 


l 
; ze [0 E vami l viei A 
(ore = sin = dr = af, 
3 4 2 
ò ò 


deci forţa critică de flambaj este : 


P TEI 9,869E -I 3 


e= E = Sea (294) 
Dacă se alege deformata aproximativă : 
v(x) = a(z* — 2-25 + Bea), 
corespunzind barei simplu rezemate, încărcată cu o sarcină transversală 


uniform distribuită (22.29), 
; E 
(oaz = a N (da — 6l-a? + Pyras =+ a-t, 
0 0 
1 l 5 
(oraz = 144a N EA l-2)2da is = al, 
ò 


0 
: 24 a JEI 
de PB a AAI 
AT s.n e 
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fiind cu 0,2% mai mare ca valoarea exactă (29.4). 
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29.3. CALCULUL SARCINII CRITICE PRIN METODA p 
DIFERENȚIALĂ (METODA LUI EULER) 


Fie bara dreaptă, articulată la capete, comprimată 
axial (fig. 29.4). Se consideră bara în starea defor- 
mată de după flambaj şi se pune problema determi- 
nării condițiilor în care aceasta reprezintă o configu- 
rație de echilibru a barei, sub acțiunea forțelor 
exterioare. 


În secţiunea x, momentul încovoietor este : 


|] 


M(x) = Pw, 


eci ecuația diferențială a fibrei medii deformate 
(22.27) se scrie 3 


dz 
Dle el, Fig. 29.4 
sau Sie: cai 220) (29.5) 
dz: À 3 
unde s-a notat ae e (29.6) 
E-I is 
Soluţia generală a ecuaţiei de tip Euler (29.5) este: 
v(x) = Ci sin « + G, Cos æ q. (29.7) 


Constantele de integrare C, şi C> se determină din condițiile la limită : 
z =0; v =0i şi x =l; v=0. 


Rezultă : Ca =0 şi C sinal = 0. 

Deoarece Cı # 0 (altfel bara nu ar fi deformată) și « z 0 (căci R Æ 0) 
se obţine sina l =0; a:l=n:x (n=1, 2, ...), deci ecuația (29.5) are 
soluții dacă : 4 | - 


NT 


apei (29.8) 


Înlocuind (29.8) în (29.6) se obţine expresia forței de compresiune 1 


a care 
forma deformată este configuraţie de echilibru : 


n: E-I 
Par (29.9) 


iar din (29.7) rezultă deformata corespunzătoare : 


v(x) = C, sin =T, 


(29.10) 
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Constanta C, nu poate fi determinată, 
deci poate fi aleasă arbitrar, ceea 
ce corespunde condiţiei de echilibru 
indiferent. Această condiţie se poate 
realiza numai pentru un şir discret de 
valori ale forței de compresiune (29.9): 


. m: El i 3 
| P, = a Da E D EH A TE A a, 
7 P, =n2:P,, cărora le corespund defor- 
p p P matele v(x) = C, sin A v, = 
l II dl e 2n ANNEE 
C, sin — ; ... n= C, sin „unde n 
Fig. 29.5 l 
este numărul de „semiunde“. 
Valoarea minimă ; 
2E] 
Pao =? n (29.11) 


se numeşte forja critică de flambaj, deoarece la aplicarea statică a sarcinilor 
ilambajul se produce la această valoare a forței de compresiune. 

Dacă secţiunea transversală a barei are momente de inerție axiale diferite 
față de axe diferite, flambajul are loc în planul perpendicular pe axa faţă 
de care momentul de inerție este minim, deci relaţia (29.11) se scrie : 

DA po (29.12) 

În figura 29.5 se prezintă patru cazuri de bare comprimate axial prin forțe 
aplicate la capete, indicînd şi forma deformată după flambaj. Calculul forţei 
critice de flambaj pentru cazurile II, III și IV se face ca pentru bara arti- 
culată la capete (cazul I), utilizînd condiţiile la limită corespunzătoare. 

Expresiile forţei critice de flambaj pentru toate cele patru cazuri se pot 
scrie sub forma : 

T? E Imn, 
E, 
unde lungimea de flambaj, reprezentind lungimea unei semiunde (distanța 
între două puncte consecutive de inflexiune) este l, =l (cazul I); 1, =21 


(cazul II); l; = > (cazul DNA Pel (cazul IV). Relația (29.13) este for- 
mula lui Euler. 


PDAS (29.13) 


29.4. DIAGRAMA EFORTULUI UNITAR CRITIC 
DE FLAMBAJ 


Se defineşte efortul unitar critic de flambaj, op raportul între forța cri- 
tică de flambaj P., (29.13) şi aria secțiunii transversale : 


Rir nE- Imin TUE o 
Oy = Ã— — = l Fi 29.14 
/ A G-A p min ( ) 
unde : ; I IEZ (29.15) 


este raza de inerție minimă a secțiunii. 
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Se introduce mărimea adimensională | oma, hm Fimbo 


plastic = elastic 
le \ ù 
NEES (29.16) | i 
imin IN Nyoba 
iza Se a X 
numită coeficient de zveltețe sau coeficient AS 


Cu această notație, relația (29.14) 
devine : 
TE, 
Pi 
fiind reprezentată grafic în coordonatele 
6; — à în figura 29.6. 

Curba respectivă este o  hiperbolă Fig. 29.6 
cubică, numită hiperbola lui Euler. EA 

Deoarece formula lui Euler (29.13) s-a stabilit pe baza ecuației diferen- 
țiale a fibrei medii deformate, iar la deducerea acesteia s-a utilizat ipoteza 
elasticităţii perfecte, deci legea lui Hooke, rezultă că relația (29.17) este va- 
labilă pentru valori c/ mai mici sau egale cu limita de proporţionalitate op 
a materialului. 

Se notează ^, abscisa punctului de ordonată cy = op. 

Rezultă că formula lui Euler este valabilă numai pentru valori A > ño 
pentru care se spune că există flambaj elastic. 

În zona pentru care 4 < ñ» oy > op, deci există flambaj plastic. În dome- 
niul ijlambajului plastic, pe baza experienţelor efectuate de Tetmajer şi 
Jasinski, se admite un traseu liniar al diagramei efortului unitar critic de 
flambaj, de forma : 


(29.17) 


| 
de subțirime. a piei 

| 

| 

| 

| 


E 


6; =a — b-À (daN/cm?). (29.18) 
La materiale tenace, valoarea lui c, se limitează la valoarea limitei de 
curgere ce- Se notează à, abscisa punctului de ordonată o; = o, Pentru 
2 <, se face un calcul la compresiune. 
Valorile coeficienţilor a și b din relația (29.18) şi a limitelor 20, Ap sînt date 
în tabelul 29.1, pentru cîteva materiale frecvent utilizate în practică. 
Tabelul 29.1 


Coefjicienţii din formulele Tetmajer — Jasinski 
Materialul a b | Ao 2 | 


OL 37 (o, = 24 daN/mm2) 3 040 11,2 105 69 


Oțel cu o; = 48 daN/mm? ieda „de 
(o. = 31 daN/mm2) ssd) 100 60 


— 
———————— 


Oțel cu o, = 52 daN/mma2 


5.770 m 
(0. = 36 daN/mm2) ue Lua 60 
Oțel cu 5 % nichel 4610 pom d i s6 0 


e 
ŘĖ— 
——————— 


Oțel crom — molibden 9 800 53,0 55 0 


Duraluminiu 3 720 21,4 50 0 


La fontă se utilizează o relaţie parabolică 


oy = 7 760 — 120) + 0,5312 (daN/em?), 
cu d =80 şi à =0, 

În general, la piese de oţel A < 250, iar la piese de fontă 4 < 129, pentru 
a evita construcţia unor bare prea zvelte. 


29.5. CALCULUL LA FLAMBAJ 


Se definește un coeficient de siguranță la flambaj c; egal cu raportul între 
forța critică P., și forţa efectiv aplicată barei, P 


P 
case rii 29.19 
nAn (2939) 


care pentru piese de mașini are valori cuprinse între limite largi c; = 4...20, 
în funcție de importanța piesei în ansamblul respectiv. 

Prin calculul de verificare la flambaj se urmăreşte determinarea coeficien- 
tului de siguranţă. c, și compararea lui cu valorile recomandate în normele 
de calcul. i 

Se calculează mai întîi coeficientul de zvelteţe à. Dacă à > A, atunci 
flambajul are loc în domeniul elastic ; se calculează P,, cu formula lui Euler 
(29.13) şi.se împarte la forța P efectiv aplicată barei, iar cs trebuie să fie 
mai mare sau egal cu valoarea prescrisă. Dacă 1, <A < ħ», flambajul are 
loc în domeniul plastic ; se calculează Per = A-0p, unde o; este dat de rela- 
ţia (29.18), apoi se calculează Cs şi se compară cu valoarea prescrisă. Dacă 
A S Au bara se calculează la compresiune. 

Calculul de dimensionare este îngreunat de faptul că, necunoscînd dimen- 
siunile secțiunii transversale, nu se poate calcula imin, deci nici à, neştiindu-se 
în ce domeniu are loc flambajul. În această situaţie, se presupune că flam- 
bajul este elastic ; se utilizează formula lui Euler (29.13) şi relaţia (29.19), 
de unde rezultă : 


Ines =, (29.20) 


și se determină dimensiunile secţiunii transversale. 


Se calculează à și se compară cu ù. Dacă A >» utilizarea formulei lui 
Euler a fost îndreptăţită și dimensiunile calculate sînt corecte. Dacă A < i, 
formula lui Euler nu este aplicabilă. Este necesară verificarea dimensiunilor 
cu formulele flambajului plastic. Dacă c; este mai mic decit valoarea pre- 
scrisă, se măresc dimensiunile secţiunii transversale şi se re- 
face calculul, pînă se obţine coeficientul de siguranţă impus. 


e 
3 APLICAȚIA 1 
Se cere să se calculeze forța capabilă de compresiune 
a barei din figura 29.7, dacă Cp = 3,5; A = 105, E = 
N = 2,1+10% daN/em:, l =2 m, secțiunea fiind dreptunghiu- 
lară cu b =4 cm şi h=6 cm. 
Rezolvare 
Pentru cazul IV din figura 29.5: 
Fig. 29,7 l; = 0,7071 = 0,707 -200 = 141,4 cm. 
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Raza de inerție minimă este: 


i 3/4 RIA ESI je situa pe dA E n cm. 
zi A 120-h yE 2 


Coeficientul de zveltețe este: 


TTS 
Deoarece A > às = 105, se poate utiliza formula lui Euler și relația (29.19). 
Rezultă : 
m2.Be . 2.0 „32 
Pia E n E O 04/71 ad a) 
cpt 3,5-141,42 
b3 6-4 
unde Îmi = — = —— = 32 cmf, 
min 12 12 
APLICAȚIA 2 


Să se dimensioneze bara din figura 29.7, din oțel cu secțiunea circulară 
cu diametrul d, dacă P = 150 kN, 2, = 105, op = 3 040 — 11,2à (daN/cm?), 
cs = 3,5, l =2 m, E = 2,1 -f0° daN/cm?. 


Rezolvare 


Se presupune că flambajul are loc în domeniul elastic, utilizînd for- 
mula (29.20) : 


PL 15 000 -141,42 -3,5 
Tne — iti = = 50 cmă, 
T? E m?:2,1 106 
NA m'di 
deci : mee 50; d = 5,6 cm. 
64 
AS, E m-di 4 5,6 
Se calculează i -|2= o SS — = ],4 cm 
min A 64 dz 4 , > 
7 l 141,4 
apoi a =—— = —— = 101 <a = 105, 
Urren 1,4 


deci formula (29.20) nu este valabilă. 
Se calculează coeficientul de siguranță pentru flambajul plastic 


oy = 3.040 — 11,24 = 3 040 — 11,2-101 = 1908,8. daN/em:, 


aria secliunii transversale : 
A ECA EHE 


4 4 


= 24,63 cm: 
+ şi forța critică de flambaj plastic: 
Pir = op'A = 1 908,824,63 =(47014) daN. 


Rezultă un coeficient de siguranţă : 


= 3,13 < C = 3:5. 
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Se repetă calculele pentru d =6 cm: 


è 6 = 2 
lamn =— = —=1Dcm; A - 94,2, 
- 4 4 imin 1,5 
E z AI 2 TE * 62 y 
6; = 3040 — 11,2-94,2" = 1 985 daN/cm*; A = a 28,27 CMAs 
P7 = 1 985-28,27 = 56 123 daN. 
Rezuliă 
7, PS 56 123 a £ 
Cr - = = 3,74 > Cy = 35. 


B 15 000 
Se alege o valoare intermediară 


E GR Ony 


APLICAȚIA 3 


Să se verifice coeficientul de siguranță la flambaj c; = 3, pentru bara 
din OL 37 de profil U8 (fig. 29.8, d), rezemată şi solicitată ca în figurile 29.8, a, 
b şi c. 

Rezolvare i 

Pentru profilul U8, în anexa 6, tabelul 3 se găsesc: 

A = 11 cm, Tata = 1, = 19,4 cmi, min =iy.= 1,33 cm. Pentru OL 37, 
coeficienţii a, b, žo şi A sînt (tabelul 29.1): a = 3040 daNjcm?, b = 
= 11,2 daN/em?, 7 = 105, A, =60, iar o. = 2400 daN/cin2 şi E = 
= 2,1 -10° daN/cm?- 

a) Pentru cazul de rezemare din figura 29.8, a, l, = 21 = 200 cm. 

Coeficientul de zveltețe : 

l 200 
a = = — = 150,38 > ^% = 105, 
enee TSS Zens 
arată că flambajul are loc în domeniul elastic. 
Se calculează coeficientul efectiv de siguranță la flambaj 


Per 
== , 


Cry = = 


unde pentru P,, se utilizează formula lui Euler (29.13) : | 


T-E- Imn  T?-2,1-10°.19,4 
py e E e e ae 
£ G-P 200: -8 000 


deci nu este satisfăcut coeficientul de siguranță impus. 


IP p ie 8000dan e e 


8cm 
N 


a b c 


Fig. 29.8 
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b) Pentru cazul de rezemare din figura 29.8, b, lungimea de flambaj este 
d, = = 100 em. 
Rezultă 31.3 =—— = 75,19 <a = 105, 


Lmin EI 


care arată că fambajul are loc în domeniul plastic, deci pentru calculul 
lui Per se va folosi formula (29.18). Coeficientul efectiv de siguranţă la flam- 
baj este: 


gi e Blaj dele es (a SONARO 0 st) 1 008 0 oa ea 
er P P P 8 000 


c) Pentru cazul de rezemare din figura -29.8, c, l, = 0,7071 = 0,707 -100 = 
= 70,7 cm. 
Coeficientul de zveltețe este : 
E ENE TO 


i min > 
în acest caz făcîndu-se calculul la compresiune. 
Coeficientul de siguranță efectiv este : 
OcA 2 400-11 E 
, 


c = 
Teg P 8 000 


APLICAȚIA 4 


Să se dimensioneze bara rezemată și solicitată ca în figura 29.9, a şi b 
din OL 37 de profil I, coeficientul de siguranță impus fiind c, = 3. 


Rezolvare ; 
Pentru OL 37 coeficienţii a, d, 2 şi A sînt (tabelul 29.1): a = 
= 3040 daN/em?, b-=11,2  daN/em2,- 2, = 105, A, =60, iar o, = 
=2 400 daN/em? şi E = 2,1-10% daN/em2. 
a) Pentru cazul de rezemare din figura 29.9, a, Ip, = 21 = 2100 = 200 em. 
Se presupune că flambajul are loc în domeniul elastic, utilizindu-se for- 
mula (29.20) : 
P-lp:cp __ 10 .000:2002-3 


= 57,69 cm4. 
TE T? :2,1 -10° 


lo SE 
Întrucît Inec = 57,96 cm“ este situat între valoarea 94,7 em, corespun- 
zătoare profitului 116 şi 81,3 emf, corespunzătoare profilului 118, din 
anexa 6, tabelul 4 se alege profilul [18, avînd următoarele caracteristici : 
A => 27,9 em, Imin = I, = 81,3 Cm, inim =i; = 1,71 cm. 
Se calculează À: ER 


E 3200 ý P= I00&N 
RE E Aaa | 
Ş 
= 116,96 > 2, = 105. S 


Cazul fiind situat în dome- 
niul elastic, dimensionarea pe 
baza formulei lui Euler (29.20) o o 
este corectă, Fig. 29.9 
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b) Pentru cazul de rezemare din figura 29.9, b, | 
l, = 0,707 I = 0,707+100 =70,7 ċm. | 
Utlizind formula (29.20) pentru domeniul flambajului elastic, rezultă ; 


Plc 10000:70,72+3 
diae a SAA a LS aa 7,24 cm’ 

nE m?:2,1:10 
este situat între valoarea 6,29 cm‘, corespun- 
corespunzătoare profilului 110, din 
următoarele caracteristici ; 


Întrucit Ines = 7,24 cm? 
zătoare profilului 18, și 12,2 emil, 
anexa 6, tabelul 4 se alege profilul 110, cu 


A =10,6 cmă Inn =, = 12,2 cmi, imn =i; = 1,07 cm; 


Se calculează à: 


vata = = 66,08 < 3, = 105, 


Ù min 
cazul fiind situat în domeniul flambajului plastic. 
Se verifică coeficientul de siguranță pentru flambajul plastic : 


, By A — D-A)A 3 — 11,2:66,08)10,6 
D= SN Op ANE 2) ER 040 2 08) = 2,44 < cp ZA 
ta 12 Ta 10 000 


Se majorează dimensiunile secțiunii, trecînd la urmatorul profil, 112, 
cu caracteristicile : A = 14,2 cm?, Imin = I, = 21,5 cm4, imm =i, = 1,23 cm. 
Coeficientul de zvelteţe este : 
pi reies 00.2 E 60; 
A Ùmin 1,23 
în acest caz făcindu-se calculul la compresiune. 
Coeficientul de siguranţă este : 


pr e A 2 400-14,2 
ee ce o e 


(AS e 
£ P 10.000 


30. 


VIBRAȚIILE SISTEMELOR CU MAI MULTE 
GRADE DE LIBERTATE 


30,1. VIBRAȚIILE SISTEMELOR CU MASE CONCENTRATE 


Deși structurile reale sînt sisteme continue, distribuţia masei, rigidităţii 
și amortizării este uneori neunilormă, ceea ce permite descrierea comportării 
lor cu ajutorul unor modele matematice discrete, cu parametri concentrați, 
avînd un număr finit de grade de libertate. Alteori, discretizarea se face 
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pentru simplificarea studiului problemei, | Fr) 
numărul gradelor de libertate ale modelului Sera A, 

crescînd odată cu precizia impusă calcu- po 
lelor. Numărul gradelor de libertate ale | 
unui sistem este egal cu numărul coordona- a et 
telor independente care definesc complet ea 
mişcarea sistemului. În cele ce urmează se 
vor prezenta exemple de probleme privind 
vibraţiile sistemelor elastice cu două grade 
de libertate. 


30.1.1. VIBRAȚII TRANSVERSALE 


În cazul cînd elementele elastice din 
sistem sînt bare solicitate la încovoiere, 
se poate utiliza metoda coeficienţilor de 
influentă. 

Fie sistemul din figura 30.1, format 
dintr-o grindă elastică de masă neglijabilă 
şi două mase concentrate m, și me. Se aleg 
drept coordonate independente y(t) și y(t), 
deplasările verticale ale celor două mase. 

În figura 30.1, b s-au pus în evidență 
forţele de inerție ce acționează la un mo- Fig. 30.1 
ment î asupra maselor în mișcare. 

Forţele care acţionează asupra barei se pot nota deci (fig. 30.1, c) : 


O, = —misj, şi Op = F(D — ma-i, (30.1) 


Pe de altă parte, dacă se notează ò; (i, j = 1,2) coeficienţii de influență 
ai sistemului, reprezentind deplasarea grinzii în secţiunea i produsă de o 
forţă egală cu unitatea, aplicată în secțiunea j (fig. 30.1, d și e), prin aplicarea 
principiului suprapunerii efectelor, deplasările celor două mase vor avea ex- 
presiile : 

Yı = Put Pz:59u 


(30.2) 
Va = Pitz H Da-da. 


Înlocuind expresiile (30.1) în (30.2), rezultă ecuațiile diferențiale ale miş- 
cării : 

du" Mo + Bia Maiz +H yu = da FË), 

dz" Marija H Saat Matia + Ya = Saa F(0). 


Vibrațiile libere, În cazul vibrațiilor libere F(t) = 0, iar ecuațiile (30.3) 
se scriu : 


(30.3) 


du" Mah H Sie matia + Yi =0, 


damia F Saa Mata A Ya = 0. (80.4) 
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Interesează condiţiile în care este posibilă existenţa unui tip particular 
de soluţii, în care masele m, și mg execută mișcări armonice sincrone, de 
forma : 


y () = a, sin(o-t + 0), 
Yalt) = a sin(o:t + 0). 
În acest caz, raportul Ya(0)/y.(0) este independent de timp, prin urmare 
configurația sistemului (forma deformatei dinamice) nu se schimbă în timpul 
mişcării, ci numai elongația mişcării acestuia. 
Înlocuind soluțiile (30.5) în (30.4), se obține sistemul: 


(30.5) 


I —o? Sum )a, — o? dimad = 0, 


(30.6) 


—w Sam a H (| — odma) = 0, 
care are soluţii nebanale numai atunci cînd se anulează determinantul coefi- 
cienţilor necunoscutelor a, și as. 
Prin urmare, mișcări armonice sincrone sînt posibile numai dacă pulsa- 
tile e sînt soluţii ale ecuației pulsațiilor : 
1 —002-0u*Mu  —o?: ðm 
| 11 1 12 2 =0 (30.7) 
| — 02 ða m, 1 —ow?. òa mM 
care se mai scrie sub forma : 
mı mMe(ò' Ò — di) — (Sum, + dame? +1 = 0. . (30.7, a) 


Ecuația (30.7) are două rădăcini reale pozitive, 6? şi 2, deci există numai 
două posibilităţi de a avea o mișcare sincronă. j 
Înlocuind valorile œ? şi œ? în ecuaţiile (30.6), rezultă rapoartele : 


(1) 2 (2) 
a 1 — odum > a 1 — o ðu m : 
Ma = rai ae 2 Aust: ŞI» ua = 5 == ASALA (30.8) 
ai Oi Òr "Ms a 03 Òi Mg 


Există deci două moduri de vibrație în care deplasările y,(® şi Yą({) sînt 
armonice sincrone. Unul este caracterizat, de pulsaţia œ, celălalt de pulsa- 
ţia œ. Deoarece acestea depind numai de parametrii sistemului, se numesc 
pulsaţii proprii. Cea mai mică dintre acestea, œw, se numește pulsație proprie 
fundamentală. Forma celor două moduri de vibraţie (forma deformată a 
sistemului în mişcare armonică cu una din pulsaţiile proprii) este dată de 
rapoartele u, şi uz valorile a şi af? putind fi alese arbitrar. 

Numărul modurilor proprii de vibraţie este egal cu numărul gradelor de 
libertate ale sistemului. 

Soluţia generală a ecuaţiilor mișcării (30.4) se poate scrie ca o combinaţie 
liniară a mișcărilor în cele două moduri proprii: 


y(t) = Cusin(ot + 0.) + Ca sin(watt + 0a), 
y(t) = Cupa sin(w, t + 0.) îl Ca'pa'sin(oa t + 0a), 


de unde rezultă că, în general, vibraţiile libere nu sînt armonice. 
Constantele de integrare și defazajele se obţin din condiţiile iniţiale ale 
mișcării (la t = 0), 


APLICAȚIA 1 


(30.9) 


Să se determine modurile proprii de vibraţie ale sistemului din figura 30.2, a. 
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Rezolvare giw E luu 
[ 
Se construiesc diagramele de mo- 7 l Ca ad sa 
mente încovoietoare (fig. 30.2, b, c) 
pentru bara încărcată ca în figu- 
rile 30.1, d şi è şi se calculează ul) 
coeficienții de influenţă, utilizînd 
metoda Mohr-Maxwell Şi regula lui $ Al 
Vereşceaghin. Se obţine: k 
e [d 
RE IEEE, Sa a Sa m li 
il 6E. 12 2i 2 
v 52 
> pa i ONS 3 1 
SE-I, MEI, d 
Modul T 
Ecuația pulsaţiilor proprii (30.7) 
se scrie : 
Modul II 
moot m'o? fie 
3E- SETER 
moll 5mo- 4 
4 E-I, 24 E-I, Fig. 30.2 
1 — 8r 3r 
sau = 0, 
Gr -1— 5r 


unde s-a notat: 


mw? 


STONE 


Dezvoltind determinantul, ecuația pulsațiilor proprii de vine 


5 TS 1 
22r? — 13r + 1 =0, avînd rădăcinile Da 3 TO n= E 


Rezultă pulsațiile proprii 
©, = 1,477 


şi coeficienţii de distribuție 


În figurile 30.2, d şi e s-au reprezentat formele modurilor 


braţii, alegînd aj = af? 51. 


Vibraţiile forțate. Dacă asupra masei M, 
acţionează o forţă armonică de amplitudine 


E-I 
m:i 


F(t) = Fe sin pt, 


5 O = 3,464 


E-I 

TS 
af?) _ Sre — 1 = A 
af?) Srs 


proprii de vi- 


a sistemului din figura 30.1, a 
Fo = const. şi pulsaţie p 


(30.10) 


în regim staționar, soluţiile ecuaţiilor (30.3) au forma : 


Vi(D]> Y, sin pt; y(t) = Y, sin pt. 
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(30.11) 


Înlocuind soluţiile (30.11) în sistemul (30.3), rezultă sistemul algebric : 
(| -— mp òn) Y: — IM * D200 Ya = Fot Òig 
=m; P? Sa Ya + (1 — ma pe's) Ya = Fo'ò2z 


[ (80.12) 


avind ca soluții amplitudinile vibrațiilor forțate ale celor două mase : 
õis 

1 — (nmi + Sss M) p? + Ma Mhd Èr — Èi) p 

ă i 1 — (num, + Òs m) p? + Ma 'Ma(11 Òe — Òi) p 


Y=, 


Lă 


(30.13) 


Variația amplitudinii deplasărilor Y, şi Y, în funcţie de pulsaţia forței 
perturbatoare este prezentată în figura 30.3. 

Se observă că pentru p = œ, şi p =>, amplitudinile deplasărilor devin 
infinite (deoarece. s-a neglijat amortizarea). De aceea pulsaţiile œ, și oz se 
numesc pulsații de rezonanță. 

Pulsaţia pa, la care amplitudinea vibraţiilor masei m, este nulă 


2 se 


Îi e 
£ mM(Ši Oee — 8i2) 


30.14) 


se numeşte pulsație de antirezonan[ă, comportarea sistemului fiind contrară 
celei de la rezonanţă. 

Cunoscînd amplitudinile deplasărilor maselor (30.13), se pot calcula ampli- 
tudinile forţelor de inerție corespunzătoare, deci ale forțelor ce acţionează 
în regim dinamic asupra barei (fig. 30.1, c) 


O, =—m,+p2- Y.; Oa = map: Ya + Fo (30.15) 


şi se poate construi diagrama momentelor încovoietoare dinamice. Pe baza 
acestei diagrame se pot calcula apoi amplitudinile eforturilor unitare dina- 
mice din bară. 


APLICAȚIA 2 


Să se traseze diagrama momentelor încovoietoare dinamice la bara din 
figura 30.1, a, dacă m, = 2m, m, =m şi F(l) F sin pt, unde o. < P < Pa 


Fig. 30,3 
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Rezolvare 


Utilizind valorile coeficienţilor de influență calculați la exemplul 30.1 


` E UE s r 4 x 
şi notinad SE — A din (30.13) rezultă: 
mlp’ 
3 Fa SA Îi FOR 22 — 5A 
Y; == papa apar a one | Yii -e sata d Data ll i ne 
mp (A—10D(A — 2) m'p? (A —11)(A — 2) 


de unde se obțin amplitudinile forţelor din figura 30.4, b 


GA 


ip e N N 
à A S A = 10 = 2) 


Fos 


® = Fo Hmp Y, Sh = zu asa E 
A = 100 —2) 
Pentru 2 <A <4,4 forţele au chiar semnul indicat în figura 30.4, b, iar 
diagrama amplitudinilor momentelor încovoietoare are forma din figura 30.4, e. 


30.1.2. VIBRAȚII TORSIONALE 


Se consideră sistemul din figura 30.5, a, format din discurile cu momente de 
inerție masice J, şi Ja, și arborii cu constante elastice la răsucire k, şi k2, acţi- 
onat de cuplul (i) 
| Sistemul este astfel rezemat încît poate efectua numai vibrații în jurul 
axei longitudinale. 

Se notează q.(?) şi e.() rotirile celor două discuri. 

Pentru a obţine ecuaţiile mișcării, se izolează fiecare disc, aplicîndu-i 
cuplurile de legătură elastice şi cuplurile de inerție (fig. 30.5, b). Se scrie 


Fo sint 


© 


c l 1618 a 
Modul ? 
1 
Øz; M 
lb F) Pda -0619 a 


Fig, 30.4 Fig, 30.5 
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apoi ecuaţia de echilibru dinamic, conform principiului lui d'Alembert, 
pentru fiecare disc în parte. Rezultă sistemul : 


Ju F Kig F Klo — 2) = 0, 
Iaa — kaloi — Pa) = MD), 
care se mai scrie sub forma: 
Jup t (lu + kapi — Kapa = 0, 
Jaca — karpi F kata = M(H). 


Vibraţiile libere. Pentru determinarea modurilor proprii de vibrație, se 
înlocuieşte //(î) = 0 în ecuaţiile (30.16) și se caută soluţii de forma : 


(30.16) 


(l) = a, sin ol, 


(30.17) 
(t) = a sin ot. 
Rezultă sistemul algebric omogen 
ki + ky — œw. Ja, — kz*a = 0, 
( 1 2 1) 1 2 (30.18) 
—k>* ap F (k, — 02-J2)az = 0, 
care are soluții nebanale dacă 
AN as 
ala sea pe ka EG (30.19) 
— k, k, — %°- J, 


Rezolvînd ecuația (30.19) se obțin pulsațiile proprii œ, şi oz. Forma modu- 
rilor proprii de vibraiie este dată de coeficienții de distribuție 


al) kı + k: — o} -J,] a(2) kı + Ka — 02:J 
2 1 2 AN 3 N 1 2 22 
= = i =— =— ~~ (30.20 
Hi aÇ) a Şi ue a) a ( ) 


APLICAȚIA 3 


Să se determine modurile proprii de vibraţie ale sistemului din figura 30.5, a, 
dacă J, =J, = J = 57 kgm, iar cei doi arbori au lungimea 1 = 40 em, dia- 
metrul d = 14 cm şi modulul de elasticitate transversal G = 8,1 -10° daN/em:. 


“ Rezolvare 

Constantele elastice ale arborilor sînt k, = k, Sk e e = Sarma z 
= 76-10¢ (daNcm) = 7,6:10° Nm. 
Ecuația pulsaţiilor proprii (30.19) se mai scrie 


2 —g —l 


Soluţiile ecuaţiei caracteristice sînt: 


Rezultă pulsaţiile proprii 


SR osre |£ să o,s16 |] 7:610. 906 rad/s, 
J 57 


W = K = 590 rad/s. 


Coeficienții de distribuție sînt: 


w = 1,618; p = 2: = —0,618. 


Formele modurilor proprii de vibraţie sînt prezentate în figurile 30.5, c şi d- 
Vibraţiile forţate. Dacă asupra discului J, acționează un cuplu armonic 


| M = Me sin pt, (30.21) 
soluțiile staţionare ale sistemului (30.16) se aleg de forma 
o,([) = O, sin pt; p(t) = Pa sin pl. (30.22) 


Înlocuind (30.21) şi (30.22) în (30.16), rezultă sistemul algebric 
(kı + Ka — Jit p°) D, — ka: Pa =0, 


(30.23) 
Sk D + (ka == Ja’ p°) 0 = Ml 
cu soluțiile : 
9, ai (k + k Ji 7 Ji 2) k? p 
A A 0 iul (30.24) 


as (ki + ke — Ju pAM 
i (ki + ke — In" PU — Je p’) — ka 
care reprezintă amplitudinile vibraţiilor unghiulare ale discurilor. 
Pe baza acestora se calculează amplitudinile momentelor de răsucire dina- 
mice din arbori: 


M; = kı | d, | E Mu = Ka | %, Pa d, | (30.25) 
şi amplitudinile eforturilor unitare tangenţiale maxime : 
M M 
pi a FI To =F (30.26) 


APLICAŢIA 4 


Dacă asupra sistemului din figura 30.5, a acţionează un cuplu armonic 
de amplitudine Mi= 104 Nm și frecvență 50 Hz, să se calculeze eforturile 
unitare dinamice din arbori. Se consideră datele numerice de la aplicaţia 3. 

Rezolvare 

Pulsaţia perturbatoare este ; 

p= 2 my > 2n: 50 = 314 rad/s, 


ţa materialelor — od, 104 


24 — Mecanica și rezisten 


Din relaţiile (30.24) se obţine: 


®,= — 0,001955 rad; ®, = —0,00248 rad, 
apoi din relația (30.25) 
Mai = 746+10%1 955.10-% = 14 850 Nm, 
Mi, =k(®, — 0,) = 7,6+10%(2 480 — 1 955).10- = 3 990 Nm, 
deci, amplitudinile eforturilor unitare tangențiale maxime sînt : 


Ma 148 500 daN Mı, 39 900 PE daN 


30.2. VIBRAȚIILE BARELOR DREPTE 


Sistemele reale au masa distribuită. Configuraţia sistemului la un moment 
dat este determinată numai dacă se cunoaşte poziţia fiecărui punct. Rezultă 
că barele sînt sisteme cu număr infinit de grade de libertate. În cele ce ur- 
mează se studiază vibraţiile libere ale barelor drepte. 


30.2.1. VIBRAȚII TRANSVERSALE 


Se consideră o bară dreaptă, cu secţiune constantă, care execută vibrații 
în planul z0y (fig. 30.6). Ecuația fibrei medii deformate (22.27) are forma : 


E-I, — = —M(z,t), (30.27) 
x? 


unde M(x, t) este momentul incovoietor în secţiunea z, la momentul t. 
Derivînd ecuaţia (30.27) de două ori în raport cu z şi utilizînd relațiile 
diferenţiale între eforturi (19.1) şi (19.2) sub forma 


2 — T(z}, (30.28) 

ar 

ôT 
— = — t ` 

a q(5d) (30.29) 

se obține: E-I, Laica 
gxt 
aM 


=— = qnt) A (30.30) 


; gx? 
unde q(x,t) este sarcina distribuită 
pe unitatea de lungime a grinzii. 

În cazul vibraţiilor libere, 


qat) = —p-4 2, (80.31) 


unde pA este masa pe unitatea de 
Fig, 30.6 lungime a grinzii. 
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În cazul aibraţiilor fortate, 


q(t) 


= ph Aa 


giy 


ole 


F qole). (30,32) 


Functia yht) trebuie să satisfacă atit condițiile iniţiale, la t = 0 ; 


y (0,1) » 


cit şi condiţiile la limită determinate 


O Sk 


dl i0 


E); (30.33) 


de modul de rezemare, Pentru o 


sectiune oarecare 2 = to cele mai uzuale conditii la limită sint: 


a) incastrare rigidă : 


— săgeata este nulă, y(£o»l) = 0; 


— rotirea este nulă, — 


HE 


1=20 


b) reazem simplu rigid (articulaţie) : 


— săgeata este nulă, y(20l) =0; 


— momentul încovoietor M(xal) =0, deci-—— 


c) capăt liber : 


—imomentul încovoietor M (ot) este PN 


23 
— forţa tăietoare T(x,l) este nulă, a 
. T 


(30.34, a) 


2 pu (30.34, b) 
fah =29 ; = 
.=0; 
=T 
(30.34, c) 
= (d), i 
01? | tro 


Pentru studiul modurilor Ppa de yibranie se. consideră ecuația diferen- 


țială a vibrațiilor libere 


D Di 7 BRAS 
E L ze co pal A 
4 2 
za ca ese [ea a al 
dm EI, ôl 


(30.35) 


Se caută să se stabilească în ce condiții toate punctele grinzii execută 
mișcări armonice sincrone, descrise de legea 


y(x,t) = v(x) sin(w -t + 0). 
Înlocuind (30.36) în (30.35), rezultă : 


. . 2 
p'A'ov Di 
BS 


= 0. 


(30.36) 


(30.37) 


(30.38). 


(30.39), 


avînd soluţia generală : 


v(x) = G, sin ax + C, cos «x + Cashaz + Cuchaz, (30.40, a) 
unde constantele de integrare Cı, ..., C, se determină pe baza condiţiilor 
la limită ale problemei. 

Primele trei derivate ale expresiei (30.40, a) se scriu 


v'(2) = a(C, cos aa — C, sin az -+ Cs chax + Ca shaz), 30.40, b) 
v” (x) = a(—C, sin ax — Ca cos «x + Cashazr + Cachaz), (30.40, c) 
v (x) = a(—C, cos az + Casin az + Cschaz + Cashaa), (30.40, d) 


Ca exemplu, se consideră bara simplu rezemată la capetele din figura 30.64 
Condiţiile la limită se scriu sub forma: 


îs w(0) =0; w'(0) =0; (30.41, a) 
paste vw) =0; v” (D =0. 30.41, b) 


Introducînd condiţiile (30.41, a) în soluția (30.40, a) şi în derivata a 
doua (30.40, c) rezultă : 


Ca + Ca =0 şi —C + C, =0, 
deci i. C, = 0. 
introducînd condițiile (30.41, b) în (30.40, a şi c) rezultă 
C, sin al + Csshal = 0, 
—C, sin al + Csshal = 
deci C, sin al = 0 şi Csshal = 0. 
Deoarece shal # 0 pentru « # 0, rezultă Cs. =0 şi 
sin al = 0. (30.42) 
Ecuația (30.42) are o infinitate de rădăcini 
C = i0ous (30.43) 


deci bara poate executa vibrații armonice sincrone. la: pulsaţiile 


E 2 E. a: : 
On =02 Ve Sa y= am Bla (30.44) 
p'A ID pA Ru pA 


numite pulsații proprii. i 
Forma deformată a barei la aceste pulsații se obține înlocuind G = Q = 
= C; =0 și (30,43) în (30.40, a). Rezultă funcția proprie 


v(x) = Csin gyt = Gi sin CES, (30.45) 
l l 
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unde constanta C, are o valoare arbitrară. Funcţia (30.45) definește forma 


modurilor proprii de vibraţie. 


APLICAŢIA 5 
Să se determine modurile proprii de vibraţie transversală la o bară de 
lungime l şi secţiune constantă, încastrată la ambele capete. 


Rezolvare 
Condițiile la limită în acest caz se scriu : 
TIS v(0) =0; v' (0) =0; 
CESHA wl) =0; W) =0. 
Pentru primele două condiţii, ecuaţiile (30.40, a şi b) dau 
Ga Ca =0; Ci Cs =0. 


Înlocuind Ca = —C, și Cs = —C, în ecuaţiile (30.40, a şi b), din ultimele 
două condiţii rezultă sistemul algebric omogen : 


C (sin al — shal) + Ca(cos al — chal) = 0, 
C,(cos al — chal) + C}(—sin ol — shal) = 0. 
Condiţia de a avea soluții nenule se scrie: 
sin al — shal cos al — chal 
cos al — chal —(sin al + shal) 


care se aduce la forma: cosal chal = 1. 


Ecuația de mai sus are ca soluţii (v. fig. 30.7). 


da-l = Bu = 4,730; l 3 Ba = 7,8532; opel = Pa = m (n> 2), 


care introduse în relaţia (30.44) permit calculul pulsaţiilor proprii. 
Funcţiile proprii au expresia: : 


HE = Ca [sin a ii e et el (cos ax — chaa)| $ 


cos l — ch al 


rig, 30.7 


373 


30.2.2. METODA LUI RAYLEIGH 


La un sistem conservativ (fără disipare de energie și fără forțe „urmări- 
toare“), care execută vibrații libere, energia totală este constantă. Energia 
cinetică maximă (la trecerea prin poziţia de echilibru static) este egală cu 
energia potenţială maximă (în poziţia de elongaţie maximă) : 

2 
W ema o Pmaat (30.46) 

Considerind că sistemul elastic vibrează în modul propriu fundamental, 

relaţia (30.46) permite calculul pulsaţiei proprii fundamentale. 


Energia de detormaţie la încovoiere pentru bare drepte cu secțiune con- 
stantă se scrie sub forma: 


Wie ir s ( E) E dz = e praz, (30.47) 
i 2E-I, i 2E'I, | ôx 2 ; 
unde s-a utilizat relația (30.27). 
Energia cinetică are expresia : 
W, A 2-A A (20.48) 
i i 


În cazul vibraţiei într-un mod propriu de vibraţie, toate punctele barei 
execută mișcări armonice sincrone. Înlocuind (30.36) în expresiile energiilor 
(30.47) şi (30.48) se obţine: 

W, = = sine (ot + 0) oaze, 
i 


W, = PP cost(co-t + 0) (r-az, 
i 
de unde rezultă valorile maxime ale celor două energii : 


ET, TINA 
Pmaz O 2 je dz, (30.49) 
Ll 
Wena = at EE (orar, (30.50) 


Egalînd expresiile (30.49) si (30.50), conform egalităţii (30.46), rezultă : 
E-I, f (par 
l 


2 


(OJ 


(30.51) 
-A f vd 
p p T 


În cazul cînd de bară sînt ataşate i = 1, ..., N mase concentrate, astfel 


încît masa m, este dispusă în secțiunea v, unde bara are săgeata 
v, = v(x), expresia (30.50) devine : 


N 
A a 
Wenas = ot E (ve da + ze ` meri, 
1 isi 
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iar pulsaţia proprie fundamentală se calculează cu relaţia: 
E-I, $ (vaz 
i 
u = : (30.52) 


N 
pe Afo -dr + 3 m oi 
l i=1 


Dacă în formulele (30.51) şi (30.52) funcția v(x) este deformata dinamică 
reală a sistemului, se obține valoarea exactă a pulsației proprii fundamentale. 

Rayleigh a arătat că alegînd o funcție v(x) aprozimalivă, dar apropiată 
de cca reală şi îndeplinind condiţiile la limită geometrice, relaţiile (30.51) 
şi (30.52) dau o valoare aproximativă a pulsaţiei proprii fundamentale, apro- 
piată de cea exactă şi totdeauna mai mare. 

Acest rezultat se explică prin aceea că orice deviaţie de la deformata 
dinamică reală necesită legături adiţionale, condiţie care implică rigiditate 
mai mare şi deci pulsaţie proprie mai mare. În general, utilizarea deforma- 
tiei statice a barei cu aceeaşi rezemare conduce la o valoare suficient de pre- 


cisă a pulsaţiei proprii. 
APLICAŢIA 6 


Să se calculeze pulsaţia proprie fundamentală a vibraţiilor transversale 
ale unei bare de secțiune constantă, simplu rezemată la capete, alegind o 
deformată de forma : 


v(2) = vo sin e (30.53) 


Rezolvare 


Se calculează derivata a doua a funcţiei (30.93): 


dèv Ae a Ea ; 
Toe (80.54) 


deci, pulsația proprie fundamentală este : 


a DE 
o) = Lui la . 
n V pA 


Întrucît funcţia aleasă (30.53) este chiar cea reală, s-a obţinut valoarea 
exactă a pulsaţiei ou» 
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zh ; APLICAȚIA 7 | 
A Tie e n e | 
x! E are KASN i Să se calculeze pulsaţie proprie funds- 
j EAA mentală a vibraţiilor transversale ale baret | 
| i | în consolă din figura 30.8. | 
lax w- 
y Rezolvare 
Dacă se alege o funcție de forma : 
`i g za 
a av v(a) = v [1 — cos 22], (30.55% i 
2l | 
X A m 2 TE 
atunci v (£) =|— | vo cos —, 
2l p 
şi înlocuind în (30.51), se obţine: 
“4 l 
E'l, Za) a cos? Z> dz ani 
2l 2l EPEE E 
3 d 164 2 13,424. E-I; 
LOS = 3, = Fi 
l 4 ) i pA 
TE 2 Pp A:ll— — — 
p:A-v\ f1 — cos — | ad z) 
2l 
deci : o, = 26038 en 
Le pA 
= TESO BAI 
Față de valoarea exacta 15 q / 7e eroarea este de 4,2%. 
p: 
Dacă v(x) se alege. deformata statică a unei grinzi în consolă, cu o forță 
aplicată la capătul liber, : 
1 2 i x 
v(2) = a 0a[3 E a ; (30.56) 
2 l l 
se obtine 
l 
Bio dx a 
A Ş l ereen 
1453 12,727 E-I; Sra 
oi = = = San (39.57) 
A 2 3 EE l U pu 
T SSS 
atăt) (e ia 
4 l l 
0 
deci : 


3,5675 EJ; 


1 = 


L pA i 
cu o eroare de numai 1,47% faţă de valoarea exactă. 
Comparînd relaţia (30.57) cu formul 
grad de libertate, rezultă că, 


a pulsaţiei proprii a sistemului cu un 
deformata sistemului, bar 


în cazul în care se admite funcția (30.56) pentru 
a cu masa distribuită este echivalentă cu o bară 
de greutate neglijabilă avind o 


masă = pA? = 0,2360 -A -l concentrată 
ža capătul liber, 
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Fig. 30.9 


30.2.3. VIBRAŢII LONGITUDINALE 


Fie o bară de secţiune constantă, avind dimensiunile transversale mici 
în comparaţie cu lungimea. Sub acțiunea unor solicitări axiale se produc de- 
plasări u(x, t) în lungul barei, care sînt funcţie de poziţia x şi de timpul t. 

Se consideră un element de bară de lungime dz (fig. 30.9). Dacă secţiunea z 
are o deplasare u, atunci secțiunea x + dz va avea o deplasare u + (2u/âz)dz. 
Rezultă că, în noua poziţie, elementul dz şi-a modificat lungimea cu (2u/2z)dz, 


deci deformația specifică este cz = = Aplicînd legea lui Hooke 
T 
2u P SIRAN 
ôx E 7-A 


şi derivind în raport cu z, se obține: 
g&u 1 “9N u 
= a, (30.58) 
ð? E-A 3 oT . 
Ecuația de echilibru pe direcția z se serie utilizînd principiul lui d'Alem- 
bert : 


N-+ A dr — N= p-A-dz-ii = 0, 
gu 

ae ` 

Eliminind zi între expresiile (30.58) şi (30.59), se obţine ecuaţia diferem- 


| de unde rezultă : = p-4 (30.39) 


| țială a vibraţiilor longitudinale libere : 


Zi Ei dă (30.60) 
ae A pal 
| care se mai scrie : ta Ciani (30.61) 


unde c = y+ este viteza de propagare a undelor de tensiune în bară. 
P 
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Pentru determinarea modurilor proprii de vibraţie, se caută soluţii de 


forma : 
u(z, |) = U(a) sin(ot + 0). (30.62) 
Înlocuind (30.62) în ecuaţia (30.61), rezultă: 
LA MC e) (30.63) 
da: ct 

avînd soluția generală : 

Ula) = C, sin S-a + Cacos-*-a. (30.64) 
c Cc 


Constantele de integrare C, şi Cp se determină din condiţiile la limită : 


pentru capăt liber: o = E-e Ap 0, deci L =0; 


ôR ôx 
pentru încastrare : u = 0. 


APLICAȚIA 8 


Să se determine modurile proprii de vibrație longitudinală la bara încas- 
trată la un capăt și liberă la celălalt. 


Rezolvare 


Condițiile la limită se scriu: 
u =0 la z =0, | 
3) (30.65) 
Rezultă : C, =0 şi GSOS Lau 0. 
c c 


Deoarece, pentru a avea vibratii, trebuie ca C: # 0 şi œ 40, se obţine 


condiția : : 
cos 2 — 0, 3 
c 
; OPPERE S R, 
sau Eo Oh (|| 2 = on lira 
Pulsaţiile proprii au expresia : 
op ssi(2n = 1) E |: ; (30.66) 
2l e 


unde n este ordinul m 


3 odului de vibraţie. Funcția proprie corespunzătoare 
este ; 


U(z) = C, sin Si = C; sin > 1 EA (30.67) 


Similar se tratează problema Vibraţiilor torsionale ale barelor drepte. 
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3l. 


SOLICITARI DINAMICE 


31.1. COEFICIENTUL DINAMIC 


Variația în timp a forțelor exterioare aplicate sistemelor elastice produce 
mişcarea relativă a elementelor componente ale acestora, ceea ce impune 
considerarea efectului forțelor masice și al propagării undelor elastice. După 
cum este necesară sau nu introducerea efectului forțelor masice, calculul 
de rezistență se face la solicitări dinamice sau la solicitări statice. 

Solicitările dinamice se grupează în trei categorii : 

a) Solicitări prin forțe de inerție constante, produse la piese în mişcare, ale 
căror acceleraţii depind foarte puţin de deformaţiile pieselor. Acestea se 
întîlnesc la piese în mișcare de rotaţie cu viteză unghiulară constantă (palete 
de turbină, pale de elice, discuri sau volanţi) sau în mișcare de translație 
cu acceleraţie constantă (cabluri de macara sau de ascensor). 

b) Solicitări prin șoc, produse de sarcini cu variaţie bruscă în timp, de 
durată inferioară perioadei proprii fundamentale de vibraţie a sistemului. 
Acestea se întîlnesc la ciocnirea corpurilor, ciocane pneumatice, utilaje de 
forjă, solicitări prin unde de şoc, manevrări bruște etc. 

c) Solicitări prin forțe periodice produse în piese în vibraţie, sub acţiunea 
forţelor datorate dezechilibrului sau dezaxării, a pulsaţiilor fluidelor în con- 
ducte sau a altor forţe perturbatoare periodice care apar în timpul functio- 
nării maşinilor. 

Problemele de solicitări dinamice se rezolvă prin reducere la probleme de 
solicitări statice. Se determină o sarcină fictivă Pa, care, acţionînd statie 
asupra unei piese, produce aceleaşi deformaţii şi eforturi unitare ca şi sar- 
cina reală P care acţionează dinamic. Se stabileşte relaţia : 


Pa =y-P, (31.1) 
în care V se numește coeficient dinamic. În cazul şocurilor, acesta mai poartă 
numele de multiplicalor de impact. 

Dacă forța P aplicată statie produce efortul! unitar os, atunci forţa 
Pa = Ņ-P aplicată static produce efortul unitar 

Ca V-st (31.2) 

egal cu efortul unitar produs de forța P aplicată dinamic. 


Valoarea coeficientului dinamic Y} depinde de legea de variație în timp 
a sarcinii dinamice şi de caracteristicile dinamice ale piesei solicitate. 


31,2. SOLICITĂRI PRIN FORȚE DE INERȚIE CONSTANTE 
Piesele în mișcare de translație cu accelerație constantă, sau în rotație 
cu turație constantă, sint solicitate prin forțe masice constante. Se calcu- 
lează forțele de inerție şi se adaugă forțele statice, efectuînd calculul de rezis- 


tență la fel ca la solicitări statice, 
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ww const. : 31.2.1. CALCULUL UNEI BARE IN ROTAȚIE 


Se consideră o bară dreaptă, cu secti- 
unea constantă A, care se roteşte într-un 
plan orizontal, cu viteza unghiulară o = 
= const. în jurul punctului O (fig. 31.1). 

Asupra unui element de lungime da 
Fig. 31.1 acționează forța de inerție 


di”, = a.*dm == CAO) ʻA ‘dz, 


unde p este masa specifică a materialului barei. 
Rezultă că asupra barei acționează o sarcină longitudinală cu distribuție 
liniară 
dF 
qQ = = wp: A-z, 
dx 


care solicită bara la întindere: 
În secțiunea z, forța axială este : 


l 
Na A (za Să Dot:p:A( La), 
à 


iar efortul unitar normal corespunzător este 


Efortul unitar maxim apare în secțiunea x =0, avind valoarea 


ere 


2 
Omaz =- (OR 


independentă de aria secțiunii transversale. 


31.2.2. CALCULUL CAELULUI DE MACARA 


O greutate P este suspendată de un cablu elastic (fig. 31.2), avînd greu- 
tatea pe unitatea de lungime egală cu q şi aria secțiunii transversale A. 
În repaus, forța axială în secțiunea z este 
Nas = P+ qer: (31.3) 


La ridicarea greutăţii cu accelerația constantă a, forța 
axială în secțiunea z devine: 


Na= Na+ Pi =P H gap PE 
g 


= (P+ q2) k + =) (31.4) ie 
g ol 
unde F, este forţa de inerție corespunzătoare masei 
Pgz, P 
tag situate sub secţiunea z, 
Fig, 31.2 
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A Mii a, 


Relaţia (31.4) se poate scrie sub forma : 


Nea iA E) Na = a 
g 


unde p este coeficientul dinamic. ien 
Eforturile unitare se calculează cu relația (31.2) 


A ! ) ek (31.6) 


Os = — = 
unde st A 7: 


La coborirea sarcinii, accelerația a < 0, coeficientul dinamic V<I, deci 


Oa < Oat 


31.3. SOLICITĂRI PRIN ŞOC 


Solicitările prin șoc apar în funcţionarea mașinilor cu mişcare rectilinie 
alternativă, la ciocane de forjă sau pneumatice, la structuri solicitate prin 


unde de șoc, 


31.3.1. RĂSPUNSUL LA O FORȚĂ VARIABILĂ ÎN TIMP 


Se consideră un sistem cu un grad de libertate (fig. 31.3), asupra căruia 
acţionează o forţă F(t) avînd o variaţie în timp ca în figura 31.4. 

Pe durata unui interval dz, forţa F(t) poate fi considerată constantă. 
Aria suprafeței hașurate din figura 31.4 reprezintă un impuls infinitezimal, 
care produce variaţia de viteză 
OIA 

m 


dy (31.7) 


Deplasarea elementară dy a masei m, datorită acestui impuls, este : 


F(q) 1 
dy =I z Sin a(t — 7) pentru t > 7, 


ceea ce se deduce direct din relația (10.3.19), considerînd că masa are depla- 
sare nulă și viteză iniţială dy la momentul t = +. 


Fit 


ii K Fig) 
=m } 
A~n- ITA 


u. 


yit) ă De 


X 


pa~ 


Fig. 31.3 Fig. 31.4 


381 


Elt) Însumind efectele tuturor impulsu- 
rilor infinitezimale între momentele 

F z=0 şi 7 =t, se obține expresia 
deplasării masei m sub acţiunea forței 
F(t), sub forma integralei de convo- 

t luție : 

Li 

jEG)sinod — =)dz. (31.8) 

d 


1 


m. 


y) = 


31.3.2. RĂSPUNSUL LA O FORȚĂ 
CONSTANTĂ APLICATĂ BRUSC 


Se consideră sistemul din figura 31.3, 
solicitat de o forță concentrată con- 
stantă F(t) = F, sub formă de treaptă 
(fig. 31.5, a). 

Ecuația diferențială a mișcării este : 


c m-j + k:y =F, 


avînd- soluţia generală : 


y(t) = Csin ol + G, cos ot + = 


(31.9) 
Se- presupune că la f = 0, Jo = Jo = 0. Înlocuind aceste condiţii iniţiale 


i : S = E FE E 
în relația (31.9), rezultă constantele de integrare C,=0 și G= = ca deci 


expresia deplasării masei m este : 
yt) = Z (1 — cos ot), (31.10) 


fiind reprezentată grafic în figura 31.5, b. 
Dacă forţa F ar fi aplicată static, ar produce o deplasare 


F 
ie Sete (31.11) 
k 
Raportul între săgeata dinamică şi cea statică este factorui de amplificare: 
e e o Ol (31.12) 
Ysi 
Valoarea maximă a factorului de amplificare se numeşte coeficient dinamic: 
Y = Pmar =2. (31.13) 
Într-o secţiune oarecare x (fig. 31.3), efortul unitar dinamic maxim este: 
Ca == Wa (31.14) 


unde s,, este valoarea corespunzătoare aplicării statice a forței F. 
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- 


20, 


Forța F face ca sistemul să vibreze în jurul poziției de echilibru sta 
definită de ys după cum se arată în figura 31.5, b. Aer De 
Dacă se ține seama şi de amortizarea inerentă din sistem, variatia ARS URR 

a deplasării masei m are alura din figura 31.5, c, coeficientul dinamic ẹ catea 
Is 


minindu-se ca raport între deplasarea maximă Ya Şi deplasarea statică Yar 

v ... + > -< « + an COTMNNIpIs 
corespunzătoare poziţiei la care masa m ajunge după amoruzarea compiei 
a vibraţiilor : 


i 

z Yst 
Ca o consecință a relațiilor liniare între forțe şi deformaţii, pe de o parte, 
între forţe şi eforturi unitare, pe de altă parte, o vibrogramă similară celei 
din figura 31.5, c se obţine la măsurarea eforturilor unitare din bară, permi- 
ţind determinarea experimentală a coeficienţilor dinamici cu relația (31.14) 


31.3.3. RĂSPUNSUL LA UN IMPULS TRIUNGHIULAR 


Se consideră sistemul din figura 31.3, solicitat de forţe F(î) avind o variație 

în timp ca în figura 31.6, exprimată analitic sub forma: 
FO =F (1 S 1.13) 
d 

Cu condiţiile inițiale y, = ĝe =0 la t =0, problema se rezolvă utilizînd 
soluția generală (31.8). 

a) Stadiul 1. Pentru 7 < fa deci pe durata cit acţionează forţa, înlocuind 
expresia (31.15) în (31.8), după efectuarea calculelor rezultă : 


F Fi fsìin ol 
7 D => (1 — D + — —ij- 31.16 
y(i) 3 ( cos o:) o ( i 1) (31.16) 
Factorul de amplificare dinamică este : 
PJOTR i inta sete a Ca 31.17 
E: F ol + A Z RI) 
k 


; b) Stadiul 2. Pentru + > fa, deci după încetarea acţiunii fortei, condițiile 
iniţiale ale mişcării se determină înlocuind î =, în expresia (31.16) şi în 
expresia derivatei acesteia în raport cu timpul. 


Se obţine : 
AREA sin o fa sad 
Jo = z ( ate cos ata» 
1.18) 
j = [o sinoti peu za: 
ă a 


Înlocuind expresiile (31.18) în ecuaţia mişcării libere neamortizate (10.319) 
şi făcînd t =t — ta se obţine: z 


J) = 


k'ota 
deci factorul de amplificare este : 


[sin ota — sin o(t — ta)] — Š cos at, 31.19) 


> AF : 
T = i [sin Ola sin w(t — î3)]— cos oi. R1. 
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> Fig, 31.6 Fig, 31.7 


Din relaţiile (31.17) şi (31.20) rezultă că factorii de amplificare sînt funcţii 
de timp. Anulind derivata în raport cu timpul a funcţiei I((), se obţine 
timpul fm măsurat din momentul aplicării forţei, după care apare răspunsul 
maxim. Înlocuind această valoare în expresia factorului de amplificare, se 
obţine coeficientul dinamic : 


Y = iei = Ra): ; (31.21) 


= it tie A ae t 
În figura 31.7 se prezintă variația lui V în funcție de raportul ai: unde 


a) 
T = — este perioada proprie de vibraţie a sistemului. În figura 31.8 se arată 
o 


EN o URI . t 3 A x 
variația raportului Zi în functie de A Acest tip de diagrame sînt deosebit 


de utile în proiectare, deoarece este suficient să se cunoască T şi ta pentru 
a se calcula /, şi y. Efortul, unitar dinamic maxim 'se calculează apoi cu 
relația (31.14). 

În figurile 31.9 şi 31.10 se dau diagrame similare pentru o forţă impulsivă 
dreptunghiulară. Pentru alte legi de variaţie în timp a forţei F(î), valorile 
lui Y se calculează cu ajutorul metodelor numerice, utilizînd calculatorul. 


0,5 
04 JEt 
În ou 
7 
035 r 
0,30 
0,25 
005 01 02 05 1 2 s 10 
td 
: IT 
Fig., 31.8 
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005 01 02 05,1 u? 023 
T 
Ewana Fig. 31.10 
APLICAȚIA 1 


Sistemul din figura 31.11, a este format din o greutate P = 3 daN, atașată 
la mijlocul unei grinzi din oțel, cu lungimea 1 = 25 cm și diametrul d = 8 mm. 
Asupra sistemului acţionează forţa F(t) avind variaţia în timp ca în figu- 
ra 31.11, b. Se cere valoarea efortului unitar maxim din bară. 


Rezolvare 


W, = 0,05 cms, I, = 0,02 cmi. Constanta TEIR a barei este 
k = — > = 129 — 

Pulsaţia proprie a sistemului este 
wo = = > (an = 205,4. rad/s, 


iar perioada proprie de vibrație 


Se calculează raportul adimensional 
ta _ 0,01 


A = 0,333, 
T 0,03 a 
pentru care, din figurile 31.7 și 31.8 se 
obține 
A FIt? 
4 = 0,95 şi oa = 0,365. A F= 5daN 
taz0.01s 
Efortul unitar static produs la mijlocul 3 
barei de forţa F =5 daN este 
0 
E AP ae La 
W, 4W, 4+0,05 cm, Fig. 3111 
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„Efortul unitar dinamic în aceeași secțiune este 


daN 
Oa = Vo, = 0,95.625 = 594 peer 
Efortul unitar static produs de P (la mijlocul barei) este 


AW, 40,05 cm? 


astfel că efortul unitar total maxim la mijlocul barei este: 


o SoA o = 504 4 875 - 969 E, 


31.4. SOLICITĂRI PRIN FORȚE PERIODICE 


Fie sistemul din figura 31.12, a acţionat de forţa armonică 
F(t) = F, sin pt, (31.22) 


de amplițudine Fe şi pulsaţie p. 
Ecuația diferenţială a mişcării, scrisă pe baza condiţiei de echilibru dinamic 


a masei m (fig. 31.12, b), este: 
m-j + k-y = Fe sin pt. (31.23) 


În regim staționar, soluţia ecuaţiei (31.23) are forma: 


y(t) = 


Ya sin p't = Y sin pt, 
p? : 
T Ès 
W? 


unde Y,, = este deformația produsă de forța Fe aplicati static, iar œ 


este pulsația proprie a sistemului. 


Raportul | = LES SI (31.24) 


Ya 1525 pe 
o 


se numește factor de amplificare şi este reprezentat grafic în figura 10.23, 
Dacă forţa F, ar fi aplicată static, efortul unitar maxim în secțiunea z 
ar fi 


(31.25) 


Fig, 31.12 
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În regim dinamic, asupra barei acţionează forța ky de amplitudine 


Fy 


pa 


kY] = 


care produce în secțiunea a eforturi unitare maxime de amplitudine : 


Ik Yl. IkYI Rí (31.26) 
Oa x = 0y = —— O0, = Y'O „dă 
saw, PE Ad e Ta 


unde coeficientul dinamic p =T, deci este egal cu factorul de amplificare 
(31.24), fiind funcţie de pulsaţia mişcării forţate p. 

Eforturile unitare statice maxime produse în secţiunea x de greutatea m:g 
se calculează cu relaţia: 


D m-a 
On = 


şi nu trebuie confundate de eforturile unitare o, produse de forţa F, dacă 
ar acționa static. 
APLICAȚIA 2 


Să se calculeze efortul unitar maxim produs la mijlocul barei din figu- 
ra 31.11, a de o forţă F(} = F, sin pet, unde Fe =5 daN şi p = 100 rad/s. 
Rezolvare 

Pulsaţia proprie a sistemului a fost calculată la exemplul 31.1 fiind: 

œ% = 205,4 rad/s. 


Coeficientul dinamic este :- 


p= l Ame Li. 
T í 100 j 
a (205,4 


Efortul unitar static maxim produs de F, este: 


M Fel _ 5:25. gog IN, 


Osi = — = —— = 


W, © 44W, 1 14.005: oma 


Efortul unitar dinamic produs de forța F, sin pot este: 


oa = Y'o = 1,31+625 = 819 AAN, 
cm? 


Efortul unitar static produs de greutatea P este ofh = 375 daN/emt, 
deci efortul unitar total maxim la mijlocul barei este : 


Omen m o Foy m 810 + 376 a 1194 AN, 
cm: 


887 


Fiti 


Fig. 31.13 


Rezolvare 


APLICAȚIA 3 


La sistemul din figura 31.13, a se dau 
P =4 daN și | = 20 cm. Bara este din 
oțel cu secţiunea pătrată, cu latura a = 
= 10 mm, Să se calculeze efortul unitar 
maxim care apare în secțiunea din în- 
castrare : 

a) dacă în capătul liber al barei acţio- 
nează forța F(t) avind variaţia în timp 
reprezentată în figura 31.13, b; 

b) dacă în capătul liber al barei acţio- 
nează forţa F(t) = F, sin pt, unde Fo = 
= 2 daN, iar p = 80 rad/s. 


Pentru secțiunea dreptunghiulară : 


W, => = 0,167 om 


Constanta elastică a barei este: 


3E-I, 
[3 


Pulsaţia proprie a sistemului este : 


k- 
ae 2 


ps NEE G 
12 
E CEON p Gai 
203 cm? 
-eem 981 _ 126,84 d, 
S 
D G 
o% 126,84 


iar perioada proprie de ai (RS 


a) Dacă asupra barei acţionează forţa F(t), avind variaţia în San eee 


zentată în figura 31.13, b, raportul = va fi: 


„la 
Ti 


=0.02. 0404 
0,0495 > 


pentru care din figurile 31.9 şi 31.10 se obţin : 


EL ER 


=1,8 şi 2 
j 4 R ; 
Efortul unitar static produs de forța F = 2 2 daN în secţiunea din încastrare 
este ; 
Fi M € 
dp i MA ER ghaib zidi pgdaN: 
Fi W, 0,167 cm? 


iar efortul unitar dinamic : 


7 


gg = p'o, = 1,8:239,52 = 431,136 AAN, 


om? 


Efortul unitar static produs de P în secţiunea din incastrare este: 


Pl 


PE mot a 


W, 


4:20 


aN, 
T = 479, 04 ae 
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Efortul unitar total maxim în secţiunea din încastrare este 


Omas = Sa + oh = 4314136 + 479,04 = 910,176 SE: 


b) Dacă asupra barei acţionează forța I(1) = Fe sin pl, unde F, = 2 daN, 
rad h : ; ; 
iar p = 80 =, coeficientul dinamic va fi: 
S 


1 
n E i ai —— am 1,80, 
be ai al) 
W? 126,84 

Efortul unitar statie maxim produs de F, în secţiunea din încastrare este : 

£) . și daN 

Ost = — El l A au = 23 192 E 

W: W, 0,167 cm? 
Etortul unitar dinamic produs de forţa Fe sin p:t în secţiunea încastrării 

este : 
daN 


oa = Yos, = 1,66-239,52 = 397,6 —: 
cm? 


Efortul unitar static produs de P în încastrare a fost calculat la punctul 


anterior : ot, = 479,04 AAN. 
cm? - i 


Efortul unitar total maxim în secțiunea din încastrare este 


Omas = oa + oii = 397,6 + 479,04 = 876,64 A. 
y | ! i i „cm 


32. 


OBOSEALA MATERIALELOR. . 


32.1. REZISTENŢA LA OBOSEALĂ 
Prin oboseală se înţelege micșorarea proprietăţilor de rezistență ale mate- 
rialelor sub efectul solicitărilor variabile în timp. 
Considerînd cazul particular al solicitărilor variabile periodice (fig. 31.1), 
se definesc Omaz — efortul unitar maxim, Omi — efortul unitar minim, 


Tp = Z (omas F- Omin) — efortul unitar mediu și oa =Ż (Eu au) am» 
plitudinea efortului unitar, 
Un ciclu de solicitare variabilă, de durată T, este complet definit prin 


două mărimi : Omaz Și Omim SAU 9m Şi Oa, treovenţa solicitării neintluențind 
rezistența la oboseală a metalelor, | i 
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Fig. 32.1 Fig. 32.2 


Se numeşte coeficient de asimetrie al ciclului, raportul 


R = em. (32.1) 

O maz 
Se disting cicluri alternante(R < 0) şi cicluri ondulate (R > 0) (fig. 32.2). 
Cazuri particulare importante sînt ciclurile alternant-simetrice (R = —1) 


ciclurile pulsante (R = 0) şi solicitarea statică (R = +1). 

Caracteristica mecanică a unui material care defineşte comportarea aces- 
tuia la solicitări variabile este rezistența la oboseală. Rezistenţa la oboseală cp 
este cea mai mare valoare a efortului unitar maxim Cmar al ciclurilor de soli- 
citări variabile care, acționînd timp nelimitat asupra unei piese, nu produce 
ruperea prin ‘oboseală. 

Rezistența la oboseală la solicitări prin cicluri alternant simetrice se no- 
tează cu o_, (sau 7_,), iar prin cicluri pulsante cu oo (sau 7). 

Determinarea experimentală a rezistenţei la oboseală a metalelor (conform 
STAS 5878-69), se face prin încercarea la încovoiere rotativă, trasînd o dia- 
gramă în coordonate Omas — N (N = numărul de cicluri pînă la rupere), 
numită curba lui Wöhler (fig. 32.3). 

Punctul A corespunde unei epruvete care, solicitată cu Omaz = Ga Şi un 
anumit R, se rupe după N, cicluri. 

Punctul B corespunde altei epruvete care, solicitată cu Omaz = Og = O4 — 
— (1...2) daN/mm? şi acelaşi R, se rupe după N, cicluri. 

Pentru fiecare epruvetă încercată se marchează un punct pe diagrama 
Gmaz — N. Curba trasată prin aceste puncte are în general o asimptotă ori- 
zontală. Ordonata acesteia reprezintă valoarea lui Cmar pentru care ruperea 
nu se mai produce, fiind deci egală cu rezistența la oboseală GR. Practic, pentru 
măsurări mai precise, la fiecare nivel de solicitare se încearcă mai multe 
epruvete, curba trasîndu-se prin punctele cu probabilitate maximă de rupere. 

În prezent se utilizează şi metode rapide de încercare la oboseală. Pre- 
zentarea acestora se face în monografii de specialitate [18]. 


„32.2. DIAGRAMA REZISTENȚELOR LA OBOSEALĂ 


Pentru o anumită solicitare (întindere, încovoiere, răsucire), rezistenţa 
la oboseală a unui material variază cu coeficientul de asimetrie R. 

Reprezentarea grafică a acestei dependențe se face prin diagrame ale rezis- 
tențelor la oboseală. Diagrama lui Haigh (fig. 32.4) se trasează în coordonate 
9m — Oa Coordonatele unui punct (Cay Smu) definesc complet ciclul de 
solicitare variabilă reprezentat prin punctul M. 
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a CA 
öp pă R= const, 
a E SR ; 
© F 
R III 
E TRICOUL 51 DIE ram ara IL, Om, Tm, in Om 
Fig. 32.3 Fig. 324 


Toate punctele, siluale pe o dreaptă care trece prin origine, definesc cicluri 
de solicitări variabile cu același coeficient de asimetrie. Într-adevăr, 


tg e Ca y „ Omazy — Omin y Si —R 
Om y O maz y + Omin y TER 


Suma coordonatelor unui punct reprezintă efortul unitar maxim al ciclului : 
Omar = Om y T Cay 


Pe măsura îndepărtării de origine, punctele de pe dreapta: OM reprezintă 
cicluri de solicitare cu os tot mai mare, astfel că într-un punct L, Gaz 
devine egal cu rezistența la oboseală a materialului : 

Omas, = Onm; t Ca, SOR 5 

Pe o altă dreaptă, de înclinare diferită, punctul L’ corespunde unui cielu 
CU Cmar, =6g. Locul geometric al punctelor L (care reprezintă cicluri de 
solicitare avînd efortul unitar maxim egal cu rezistența la oboseală a mate- 
rialului) se numeşte curba ciclurilor limită sau diagrama rezisten{elor la obo- 
seală. Orice punct M, situat între curbă şi axele de coordonate, defineşte 
un ciclu de solicitări variabile care nu duce la ruperea prin oboseală, iar 
orice punct N, situat în afara curbei, reprezintă un ciclu care duce la rupere 
prin oboseală. 


32.3. FACTORII CARE INFLUENȚEAZĂ REZISTENȚA LA OBOSEALA 


Rezistența la oboseală a pieselor de maşini depinde de o serie de factori, 
dintre care o parte (concentrarea eforturilor unitare, dimensiunile pieselor 
şi calitatea suprafeței) intervin în calcule prin intermediul unor coeficienți 
cu ajutorul cărora se exprimă rezistența la oboseală a piesei reale, în funcție 
de rezistența la oboseală a epruvetei standardizate. | 

a) Concentrarea eforturilor unitare micșorează rezistența la oboseală a unei 

iese, 

P Coeficientul efectiv de concentrare la solicitări variabile K, se defineşte prin 
raportul între rezistența la oboseală o_, a unei epruvete fără concentrator 
şi rezistența la oboseală (o_,)x a unei epruvete cu concentrator de eforturi 
unitare, cu aceeași secțiune și din acelaşi material: 


În figura 32.5 s-au reprezentat valorile lui 
K, pentru arbori din oţel, cu salt de diametru 
şi racordare, solicitaţi la încovoiere. 

b) Dimensiunile piesei. Rezistenţa la obo- 
seală a unei piese scade cu creșterea dimensi- 
unilor secţiunii transversale. 

Coeficientul dimensional e este raportul între 
rezistența la oboseală (6_,) a unei epruvete cu 
diametrul d și rezistenţa la oboseală (6_1)z, a 
unei epruvete tip cu diametrul do = 10 mm 


a (0-a 
(014, : 
2 03 0, În diagrama din figura 32.6 sînt date va- 
r/a lorile lui e pentru solicitarea la încovoiere cu 
Fig. 32.5 R = —1, în funcţie de material şi concen- 
trarea de eforturi unitare : 
1 — oţel carbon fără concentratori de eforturi unitare; 2 — oţel aliat 


fără concentratori şi oţel carbon cu concentratori moderați; 3 — oţel aliat 
cu concentratori moderați; 4 — oţel aliat cu concentratori puternici. 


c) Calitatea suprafeței piesei este factorul determinant al rezistenţei la 
oboseală, deoarece ruperea prin oboseală este amorsată de fisuri superficiale. 


Coeficientul de stare a suprafeței y este raportul între rezistența la oboseală 
(o_.), a unei epruvete cu o prelucrare oarecare şi rezistența la oboseală c_, 
a unei epruvete cu aceleaşi dimensiuni, dar cu suprafaţa lustruită : 


y= (0_1)p 5 
(o 
În figura 32.7 se dau valorile lui y pentru piese din oțel solicitate la înco- 


voiere. Linia 1 corespunde unei suprafețe lustruite, curba 2 — unei suprafețe 


04 
0 15 20 30 40 60 80 100 15020250 9050 a0 100 20 LO 
dimm) O ldoN/mmi) 


Fig. 32.6 Fig. 32.7 
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rectificate fin, curba 3 — unei suprafeţe rectificate semifin, curba 4 — unei 
suprafeţe finisate cu o sculă așchietoare, curba 5 — unei suprafeţe degro- 
şate, curba 6 — unei suprafeţe cu crustă de laminare, curba 7 — unei supra- 
feţe supuse coroziunii în apă dulce și curba $ — unei suprafeţe supuse coro- 
ziunii în apă sărată. 

Dacă se cunoaște rezistenţa la oboseală a epruvetei (0_.„p, şi valorile 
coeficienţilor Ka; £, y, rezistenţa la oboseală a piesei se calculează cu relaţia : 


(0_a) ien = -E (C-i)enravota: (32.2) 
9 


32.4. CALCULUL COEFICIENTULUI DE SIGURANȚĂ 
LA OBOSEALĂ 


Pentru calculul coeficientului de siguranţă la oboseală prin solicitări simple, 
Soderberg a propus schematizarea diagramei lui Haigh printr-o linie dreaptă 
(fig. 32.8). Linia ciclurilor limită BC corespunde unui coeficient de sigu- 
ranță c = 1. În figură, OB =, este rezistenţa la oboseală la cicluri alter- 
nant simetrice, iar OG = o, este limita de curgere statică; 

Pentru ciclul corespunzător punctului M, coeficientul de siguranţă la 
oboseală se defineşte ca raport între efortul unitar maxim al ciclului limită 
cu acelaşi coeficient de asimetrie Omar, = On Şi efortul unitar al ciclului 
considerat Omas y` 

O mazs 


(heee 
Omazy 


Dreapta B'C’, paralelă cu BC, este locul geometric al punctelor care defi- 
nesc cicluri de solicitare, pentru care coeficientul de siguranță la oboseală 
are valoarea c. 


Într-adevăr, din asemănarea triunghiurilor OMN şi OLK rezultă : 


OK Om, LK Oa, Om, + Ca O maz; 
— = = Å— a Å— a m — =. 
OV- n N a a E oa, 
deci O şi 00. 
c c 


Ecuația dreptei B'C' se scrie: 


Oa i Om 
O1 Oo 
c c 


Rezultă formula coeficientului de si- 
guranță la solicitări prin cicluri nesi- 
metrice : 


pi (32.3) 


893 


Dacă se notează cu o_, rezistența la oboseală a epruvetei tip, atunci con- 
form relaţiei (32.3) rezultă coeficientul de siguranță la oboseală al piesei 
reale : 


i dee Rana (32.4) 


Valorile astfel determinate se compară cu cele recomandate în norme 
de calcul. 


APLICAȚIA 1 


Un arbore de secţiune circulară, cu diametrul d = 40 mm, avînd supra- 
faţa rectificată fin, este contecționat din oţel OL 50 cu G_y = 20 daN/mm?, 
Să se calculeze coeficientul de siguranţă la oboseală dacă arborele este soli- 
citat la încovoiere cu un moment care variază între limitele +640 Nm. 


Rezolvare 


Pentru solicitarea prin ciclu alternant simetric, op =0. 
Se calculează : * 


d? 4 
W = = — = 6,28 cms, 
32 32 
M 0 daN 
e e a = d — 1 019 
W: 6,28 cm? 


Ca , curba 2 din figura 32.7 
mm? 


dă y = 0,97. Din figura 32.6 se obține e = 0,88 (curba 1 şi d =40 mm). 
Se- consideră- K, = 1. Rezultă: z - 


Pentru suprafaţa rectificată fin Și. 0 = 50 


TA a = 2 000 ga 
ON) tor a Olare 
Sy 0,88 -0,97 


APLICAȚIA 2 


Un arbore avînd dimensiunile d = 30 mm, D= 60 mm şi r=3 mm 
(fig. 32.9) este supus la -o solicitare ondulantă de încovoiere, momentul 
variind între valorile Mimas = 6 000 daNem şi Me = 2000 daNcm. 
Materialul arborelui este un oțel aliats: cu `o, = 100 daN /mms, 
S, = = 75 daN/mm?, o_, =45 daN/mm?, suprafața arborelui fiind lustru- 
ită. Să se determine coeficientul de siguranță la oboseală. 

Rezolvare 


Se calculează eforturile unitare ale ciclului : 


2 N 
a Mil) 6 000 ;9astoițoae at o 
Mı O mag zi e ret ti OR a ee (i 3 a 3 
) W, m3 cm 
M 2000.32 ` daN 
Omnin = A a deh ra 754,9 i 
Fig, 32.9 W, m3? cm 
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Cu = - (Rea “+ Gmin) =- = (2 264,69 AF 754,9) =1 509,8 EIET 


Gu = (Gma — mia) = (2264,60 — 754,9) 


Pentru i = i =0,1 sison = 100 daN/ 


Re = 1,85. Pentru oțel aliat cu concen 
d = 30 mm, din figura 32.6 se obţine : 
lustruită, rezultă y =1 (fig. 32.7). Coefic 
este : - Seka : i 


n 


1 
t = — a 


"ep ou Oo 0,725 45 


pr uofoseid B si 


Q 
= E 
ue attra 
D peiro zi 
Yg? hoa N 
i 
Ei 
4 
A 
| = - k 
g | 
i 
t 
ł 
$ 
AEST EARN joasa pr} 
iai parma anna aa e e ssa ps Sen 


-aau = 
to Ra La y 9n 1,85 754,9 1509,8 | 


daN 
cm: ? 


13 


bx 
T A 


SPAREN 
cm? 


mm’, din figura 32.5 rezultă: 


tratori modeřați (curba 8) şi 
€ = ek = 0;725.: Suprafaţa fiind 
siguranță la oboseală 


ientul de 


mes A 


e N A i 
i i : 
1,59. 
a 
00 7500 | 
t 
a 
j i 
| i 
| îi | 
hi / ` f 
4 ini 
| =N | 
Rd N E pa = xg i | 
! SN aia a f 
$ - | i 
f k A i f 
f | i 
f f 
` H i 
i a $ r = 
i 
N aena 
À mă p) Li 
{ 
<: > 
i i 
i + Ean i 
| i 
N d 
x A 
Ps 4 
i „e 


ANEXA 1 


Relaţii pentru determinarea poziţiei centrului de masă 
a diverselor figuri geometrice 


Linii 


Corpul 


crt, Figura 


ha b+e hy c+a 
da = — , d, Sara 
2 a+b-+ec 2 a+b-+e 
he a+b 
d, = 
2 a+b-+ec 


(la intersecţia bisectoarelor triunghiului median) 


2 Arcul de cerc a= R sina , 


a 
Pentru semicerc 
g= dis 2 0,6366 R 
TE 
Pentru sfert de cerc; 
E = 0,9003 R 
Pentru o șesime de cerc: 


E 2 0,9549 R 
— 


3 Arc plat oarecare 
Y 


Ea 2h 
o] x 3 
Arii 
4 | Aria triunghiului 
dad, dem n ga A 
3 3 3 


N 


TE ata State) 


E mm Pitt Ca + ae y= Lih th, 
3 ; 3 
Z— Zıt Za + Za 
3 
(la intersecţia medianelor) 
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—” a. 


ANEXA 1 (continuare) 


5 
w 


Aria trapez : 
o A Pe dreapta ce unește mijloacele bazelor, la distanţele : 


; h B+4+2b “A _-h 2B+b 
== Lp 


Pac, 
= , 


3 B+b "3 B+b 


măsurate de la baze 


oo o ad 
Sectorul circular 2 = 2Rtin o ;n=0 
3 o 

Pentru semicerc : 

E x 0,4244 R 
Pentru sfert de cerc: 

E 23 0,6002 R 
Pentru o șesime de cerc: 

E z 0,6366 R 


Porțiunea de coroană 
circulară 


2 R—r sina 


ESS x = 0 
3 RI — 24 TQ x 
Segment de cerc 
Y 
in3 
Zea R sin? g 0 
3 2a — sin 20 


SESS 


SITA 


Aceeaşi ca la segmentul de cerc corespunzător 


a—h 
(z =a, & = arc cos) z| 
a 


căci elipsa_este transformata afină a cercului 


397 


1 2 3 | 


10 Aria unei parabole 


3a 3b 
E, => 5 PaRi KA 

3a 3b 

10 4 


11 


R sin0 2(02 — qi) + sin 2 ọ: — sin 2, 
4 sin pe — sin qi 


d | 


Š R 
nO E o + sin Q;) 


12 Aria zonei sferice 


Zi k-Ze 
E = == 0 = 
E= pa E 
| 
13 Aria fusului sferic 
pE zR sin Ser a 
4 (0) 
14 | Suprafața laterală a conului 
E 
13 
h 
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ANEXA I (continuare) 


1 2 | 3 


15 Suprafața laterală a 
trunchiului de con 


Molume 


16 Piramida şi conul 


Pe dreapta ce uneşte vîrful cu centrul de masă al 


= h : 
bazei, la-distanţa & = de bază 


17 | Trunchiul de piramidă 


Pe dreapta care uneşte centrele de masă ale bazelor, 
la distanța 


B +2 VBb + 3b 
B +VBb+b 


de baza mare, B și b fiind ariile bazelor 


ae 
4 


18 Trunchiul de con circular 


Pe dreapta care unește centrele cercurilor de bază, 
la distanța 


pa R? + 2Rr + 3r? 
4 R+4R+r 


de baza mare 


Dea a L 

19 Pana 

Pe dreapta care unește mijlocul muchiei MN cu 
centrul bazei, la distanţa 


de PE Bi, 
2 A+A 
de bază 
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ANEXA I (continuare) 


1 3 
20 | Obeliscul 
21 | Cilindrul circular drept, 

secționat oblic 
22 | Copita cilindrică 
23 | Emisfera 

(Z 
ARR Jj 

Za 

24 


Sectorul sferic 


Pe dreapta care unește centrele la distanţa 
h ab + ab, + ab + 3a,b, 
E 2 2ab + ab, + a,b + 2a,b, 
de baza ABCD 


2 h— R? tga 
pa A Ree „pp pita 
4 h 2 8h 
37.R 3mh 
E=0, n= > 
4 16 3 
3R 
E=7=0, t= 
k 8 


(R= h) 
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ANEXA I (continuare) 


_ 
Lisi 
o 


A TU ai 


„ _3R z sin STEET) i 
== . pi EE | 
16 9 | 
| 
| 
26 | Calota sferică 
> 3 (2R — h} 
E=0, n aE 


4 3R—hħÞħ 


27 Segmentul sferic 


(Z: + Z„)(2R: — Zi — Zi) 
3R? — (Z} + Z + ZZ.) 


28 | Octantul sferic 


29 Calota de elipsoid simetrică 


Z 
= Aceeași ca la calota sferică, elipsoidul fiind trans- 
A S formatul afin al unei sfere 
QI 
ffod EEO m Sâ; ta E 
4 3c—h 
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26 — Mecanica şi rezistența materialelor — cd, 164 


ANEXA 


I (continuare) 


1 2 3 


30 |? Segmente de elipsoid 


Aceeaşi ca la segmentul sferic 


S y% 3 (Zu -+ Za)(202 —Zi — Zi) 
Es N 200) Gu ag a i ete 
4 8ct — (Zi + Zi + ZZ) 


31 Octantul de elipsoid cu 
semiaxele a, b, c 


p 3a 3b 3c 
e e E E ora 
8 8 8 
32 Paraboloid de rotație 
h 
E=0=0, ee 
3 


ANEXA II 
Momentele de inerție ale diferitelor figuri geometrice 


Momentul de inerție 


Figura Profilul Axa 
geometric mecanic 
1 2 3 4 5 
[3 le 
Axa A === M— 
3 3 
e R 
4 a M 
R 12 12 
Linii 
[3 t 
Axa A — sin" a M z sin? a 
3 $ 


[i 
Axa A $ (saty 3al +t) | M G +d + =] | 


d 
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1 | 2 E: 4 | 5 
Axa cen- 1 1 
trală Ox EA zri 
MENE A 
Axa cen- 1 1 
trală Oy Tg ET) Mda 


Dreptunghi a 
x 1 
Axa Or, 4 bh? — Ml’ 
3 3 
1 1 
Axa O — bh — Mb: 
xa Oy s 3 
Axa Or A ai e Ma: 
Axa Oy 12 12 
Pătrat 
1 1 
Latura a ai — Ma 
3 3 
Baza b e bh? aL: Mh? 
12 6 
1 
Axa Ox =S al Mh’ 
36 18 
Triunghi 
1 1 
Axa Ox, — bh — Mh 
4 2 
Înălţi- 1 | 1 
meak | ggtih | Matu 
Patrulater 4 La NAR 1 1 R hè 
: — b(h +h) — M 2 
neregulat 7 12 s 3 6 hth, 
— —————————— 
pedil 
Paralelo- aE Gri Axa À Le do! sin * 1 3 
gram Pra x -— Mâisin: a 
[vV 
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1 | 2 (RE ai 4 | 5 
1 / 
Baza RR h%(B+ 3b) paa mp8 + 3b 
bY mare B 12 6 B+b 
1 3B +b 
—— ema, O | uree 
Trapez < 3 w oe E 
cite 5 x 1 B?+4Bb+b? |1 o, B?+4Bb+b 
Axa Or | — h — |— Me — 
36 B+b 18 (B+b) 
la 8y TI op 
1 Bt — hi 1 
Axa Oy — h — M(B? + b?) 
48 B—b 24 
y 1 
Polul O — Tri 
2 
Cerc X ` Eoy 
Axa Ox aly T 1 
Axa Oy 4 4 
y 
> 1 1 
Polul O i T(R! — r’) 5 M(R2 + r°’) 
Coroană 
circulară x x 
1 L MR + 1) 
4 2 
Yi 
EA Mr? 
4 
Semicerc 
Mea = ni ) 
4 9r? 
Proy 1 
i — Mr: 
4 
Sfert de 
cere S 
— Mn |1 — a 
9r? 
Rs Mb: 
4 
La Ma: 
4 
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$ | 2 |: > a | 4 
sd ab? 
15 
Parabolă 
Axa Oy E ab 
7i 
1 1 
Axa Ox | —ri(2a— sin 2) |— Mr? [+- 
Sector 8 4 
circular 


Ti sin 24 — 
1 
— S(sin 2% sint) -- 
Segment 3 6 
de cerc 
Ea y“ (225s 4a) 
2 
1 
— abe(b2 + c2) 
12 
Paraleli- 1 
i — abe(c2 + a? 
piped 12 ( ) 
na abe(a? + b?) 
12 
a rrih 
D iiia 
Cilindru 


1 
— xrh(3r2 + h?) 
12 


1 
— rh( Ri — ri 
a ( ) 


Cilindru gol T(R? — r?)h 


R? 
alaa 


1 
Axa Oy = ri(2a +sin 24) Za Mr: [ + 


sin 2% 
24 


sin 2% 


2% 


1 2 sin 2%— sin =) 


dez 


6 


20 —sin 2v 
Mr: 


(+ 
4 


1 2 sin 2%x—sin 4% 
2 20 — sin 24% 


| 


1 
— M(b? c? 
12 (b? + c°) 
—L Mc: + a 
12 


1 
— M(a2 b? 
P (a? + b’) 


1 
— M(3r2 + le 
12 (3r2 + h2) 


= M(R: + r3) 


RE M(3R:+3r2+-hs)] 
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SSNAN 
TN anea 


1 1 
ca Oz — abh(a? + b’ — M(æ + b’) 

Axa Oz F abh(a: + b’) e 
Piramidă 
dreptun- oi 
ghiulară 

Aia 1 f 
Axa A A ash b? + | — M(4b? + 3) 
60 4 80 

Axa 0z 
Con 
circular 
drept 

Axa A zl 

0 

Trunchi 
de con Axa z 

Polul O 
Sferă ETET 

Tangenta 

„Polul O 
Sferă goală 

Axa x 

Axa y 

Axa Ox 
Semisferă Axa Oy 

Axa Oz 
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ANEXA 4 


Tabelul 1 


Dimensiuni liniare normale (Extras din STAS 75-72) 


— ==- CC — 


10.4 „100 mun 


R 10 R 20 R 40 | Ra 10 Ra 20 Ra 40 

10,0 10,0 10,0 10 10 10 
11,2 11,2 11 11 
12,5 12,5 12,5 12 12 12 
13,2 13 

14,0 14,0 14 14 

15,0 15 

16,0 16,0 16,0 16 16 16 
17,0 17 

18,0 18,0 18 18 

19,0 19 

20,0 20,0 20,0 20. 20 20 
21,2 21 

22,4 22,4 22 22 

23,6 24 

25,0 25,0 25,0 25 29 25 
26,5 26 

28,0 28,0 28 28 

30,0 30 

31,5 31,5 31,5 32 32 32 
33,5 34 

35,5 35,5 36 36 

37,5 38 

40,0 40,0 40,0 40 40 40 
42,5 42 

45,0 45,0 45 45 

47,5 48 

50,0 50,0 ` 50,0 50 50 50 
53,0 53 

56,0 56,0 56 56 

60,0 60 

63,0 63,0 63,0 63 63 63 
67,0 67 

71,0 71,0 71 71 

75,0 75 

80,0 80,0 80,0 80 80 80 
85,0 85 

90,0 90,0 90 90 

95,0 95 

100,0 100,0 100,0 100 100 100 


Tabelul 2 
Constante fizice ale unor materiale 


Materialul Greutatea specifică Coeficientul de dilatare 
termică liniară 


daN ama o 
Oțel, oţel turnat 7,85 11-10-2—12.10— 


Fontă 7,25 10-10 
Cupru 8,9 17-10% 
Bronz 8,8 18-10 
Alarmă 8,5 1910 
Aluminiu 2,56—2,75 WL S 


Lemn de brad* 0,37—0,75 2:10-4—5-10— 


Lemn de stejar” Er TOS TI BrE SS 
Beton SER REET AEE T O aR EE 


* Uscat la aer cu 20% umiditate, 
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ANEXA 5 


Tabelul 1 
Momente de inerție și module de rezistenţă pentru secţiuni simple 


Nr. Forma, dimensiunile şi axele secțiunii Momente de inerție I, și I, şi 
Pătrat A 
2 
IJJ 4 3 
; -ZA L= L = — Pa Wa 
WH, 12 6 
Dreptunghi 
2 as bh? I __hb3 
Z Tea Ei 
2 < AA, 
/// bh? hb? 
Mh M W, =— W: =— 
6 6 
b 
Hexagon 
S a Lea 5 
3 1 1 ba ee m=z 
Hexagon 
> y3 
5V3 
4 E 1 n= P= I Wi =0,5413R 
Cerc 
Iı = — 2 0,05dt 
5 
Wi =— 8 0,13 
d mD? 
« = — ; Ih a — gt 
D a (CEEA 
6 
TD? 
Wi= — (1 = ai 
UEA ( ) 
pe | RE E ai N MED i pie ai 
ZA 
7 h p= BE — dh 
LAN 
A-A 12 
7 A! 
474 w — BE — bt 
2] = = 


6H 


409 


Oțel cornier 
(după STAS 


I = Moment de inerție 
W = Modul de rezistență Raportate la axa 


| de încovoiere 


respectivă 


i= J+ = Rază de inerție 
A 


Dimensiunile secțiunii Distanţa axelor, 
mm A cm 
Secțiunea | Masa G 
Denumirea L S kg/m 
cm? 
a pe RE e | w vı Va 
20x20x 3 201| 308 la IN 1,12 0,88 | 0,60 | 141| 0,84 | 0,70 
20 x 20 x4 4|3% 1.45 1,14 | 0,64 0.90 | 0,71 
25x25x3 SERRES 1,42 RRE o | LORE 0,87 
25 X25x4 4|% 1.85 1,45 | 0.76 | 1»77| 1,08 | 0:89 
30x30x 4 30| 4| 5|2,5| 2,27 1,78 | 0,88 | 2,12| 1,24 | 1,05 
35x35x4 35| 4| 512,5] 267 | 2.09 | 1,00 | 247| L42 | 124 
40x40x4 4 3,08 2,42 | 112 1,58 | 1,40 
40xX40.x 5 40| 5| 6|3 3.79 2:97 | 116 | 283| 164 | 142 
45x45x5 walai oob: Z 3,38 | 1,28 | 318| 1,81 | 1,58 
50x50x5 5 4,80 3,77 | 1,40 1,98 | 1,76 
50x.50x 6 50| 6| 713,5]. 5.69 4,47 | 1,45 | 3,54 | 2,04 | 1,77 
50x50x7 7 6,56 5.15 | 1.49 3.10 | 1,78 
60 x 60x 6 6 6,91 5,42 | 1,69 2,39 | 2,11 
60x60x8 60| SEE s|4 9.03 7,09 | 1,77 | 4,24| 2,50 | 214 
60x60x10 10 11,1 8,69 | 1,85 2,61 | 217 
70x70x7 7 9,40 7,38 | 1,97 2,79 | 2,47 
70x70x9 709| 9[45| 19 934 | 2:05 | “95| 290 | 250 
80x80x8 8 12,3 9,63 | 2,26 3,19 | 2,82 
80x80x10 80, le 0 e A E 11,9 | 234 | 566| 3.30 | 2:85 
90x90x9 9 15,5 12,2 2,54 3,59 | 3,18 
90x90x11 90 | aa 5:5 187 14.7 | 262 | 6:36| 3.70 | 321 
100 x 100x 10 10 19,2 15,0 | 2,82 3,99 | 3,54 
100x100x123 | 100 | 33| 1216 | 257 178 | 290| 707| giu | 337 
120 x 120x10 10 23,2 18,2 3,31 4,69 | 4,23 
120 x 120 x 12 120 12 13 | 6,5 Dira 21,6 3,40 8,49 4,80 | 4,26 
m ALi EA A e | 
130x 130 x 12 12 30,0 23,6 -|¥3,64 5,15 | 4,60 
130 x 130 X 14 130 | 14| 14|7 | 347 27,2 Eae: 9,19 | 5,26 | 4.63 
130x130x16 | 16 39.3 30,9 | 3:80 5.37 | 4.66 
150 x 150.x 14 14 FA 5-5 
1 40,3 31,6 4,21 SISH 5.31 
150 x 150 x 16 50.18.16 | 8 cigg 35,9 | a29 |10:6 | 6,07 | 5.34 


Masa este calculată pentru dimensiunile nominale, pe baza densităţii de 7,85 kg/dm: 
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ANEXA 6 


cu aripi egale 


424 — 71) 
Tabelul 1 
Mărimile statice pentru axele de încovoiere 
z—r=y=y U- U V-vV 
ORE IE Denumire L 
Il WwW,=W HS it ii IE Ws t 
cmt cm? cm cmt cm cmt cm? cm 
0,39 0,28 0,59 0,61 | 0,74 0,16 0,19 | 0,38 20x20x3 
0,41 0,36 0,58 0,77 | 0,73 0,21 0,23 | 0,38 20 x 20x4 
0,80 0,45 0,75 1,26 | 0,94 0,33 0,32 | 0,48 25x25x3 
1,01 0,58 0,74 1,60 | 0,93 0,43 0,40 | 0,48 25 x25x4 
1,80 0,85 0,89 2;85 | 1,12 0,75 0,61 | 0,58 30x30x4 
2,95 1,18 1,05 4,68 | 1,33 1,23 0,86 | 0,68 35x 35X4 
4,47 1,55 1,21 7,09 | 1,52 1,85 1,17 | 0,78 40x40x4 
5,43 1,91 1,20 8,60 | 1,41 2,26 1,37 | 0,77 40x40x5 
7,84 2,43 135 12,4 1,70 3,25 1,80 | 0,87 45x45x5 
11,0 3,05 1,51 17,4 1,90 4,54 2,59 | 0,97 50x 50x5 
12,8 3,61 1,50 20,4 1,89 5,33 2,61 | 0,97 50x50x6 
14,6 4,16 1,49 23,1 1,88 6,10 2,91 | 0,96 50x 50x7 
22,8 5,29 1,82 36,2 2,29 9,43 3,95 | 1,17 60x 60x6 
29,2 6,89 1,80 46,2 2,26 12,1 4,36 | 1,16 60 x 60 x 8 
34,9 8,41 1,78 55,1 2,23 14,8 5,67 | 1,16 60x60x10 
42,4 8,41 2,12 67,1 2,67 17,6 6,27 | 1,36 70 x70xX7 
52,6 10,6 2,10 83,1 2,64 22,0 79917136 70x70x9 
72,2 12,6 [243| 115 3,06 | 29,8 9,36 | 1,55 80 x 80x8 
87,5 15,4 2.41 139 3,03 36,3 11,0 1,55 80x80x10 
116 18,0 2,74 184 3,45 47,8 13,3 1,76 90x90x9 
138 21,6 2,72 218 3,41 57,1 15,4 1,75 90x90x11 
177 24,6 3,04 280 3,83 72,9 18,3 1,95 100 x 100 x 10 
207 29,1 3,02 328 3,80 85,7 20,9 1,94 100 x 100x 12 
313 36,0 3,67 497 4,63 129 27,5 2,36 120 x 120x 10 
368 42,7 3,65 584 4,60 151 31,5 2,35 120 x 120% 12 
472 50,4 3,97 750 5,00 194 37,7 2,54 130x130x1 
540 58,2 3,94 857 4,77 223 42,4 2,53 130 x 130 S A 
605 65,8 3,92 959 4,94 251 46,7 2,52 130x 130x16 
845 78,2 4,58 | 1340 5,77 347 58,3 2,94 150x150 
, » a 14 
949 88,7 4,56 | 1510 5,74 391 64,4 2,93 150 x 150x 16 


Ia AER A Anul 
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Oțel cornier 
(după STAS 


I = Moment de inerție 
W = Modul de rezistenţă 


I 
Ta J= = Rază de inerție 
A 


| Raportate la axa 
de încovoiere 
| respectivă 


Dimensiunile 
secțiunii, în mm Secţi- 
Denumire unea 
LL S 


Distanţa axelor, cm 


40x60x5 5 
40x60x6 40| 60| 6[6|3 5,68 | 4,46 | 2,00 | 1,01 | 4,08 | 3,02 | 1,72 | 2,10 | 1,12 
7 ; A , 


40x 60x 7 


50x65x7 7 
5065 x. OEE 


65x80x 6 6 8,41 | 6,60 | 2,39 | 1,65| 5,61 | 4,63 | 2,69 | 2,94 | 2,01 
65x80x 8 | 65| 80| 8] 8 4 | 11,0 8,66 | 2,47 | 1,73 | 5,59 | 4,65 | 2,79 | 2,94 | 2,05 
65x80x10 10 13,6 | 10,7 | 2,55 | 1,811 5,561468 | 2590 2,95 F 2,11 
75x100x 7 7 11,9 9,32 | 3,06 | 1,83 | 6,96 | 5,42 | 3,10 | 3,61 | 2,18 
75x100x 9| 75|100| 9| 10| 5 15,1 3118 E315 | 1;91| 6,9115345 (13:22 | 3.63 | 2,22 
75 x 100 x11 11 18,2 | 14,3 | 3,23| 1,99| 6,87 | 5,49 | 3,32 | 3,65 | 2,27 
80x120x 8 8 15,5 812.2 8113:83 | 1587| 8,23 | 5,99 [13,27 |:4.23 | 2,16 
80x120x10| 80|120] 10| 11| 5,5 | 19,1 | 15.0 | 3,92 | 1,95] 8,18 | 6,03 | 3,37 | 4,21 | 2,19 
80x120x12 12 22,7 | 17,8 | 4,00 |-2,03 | 8,14 | 6,06 | 3,46 | 4.20 | 2,25 
100x150x 10 10 24,2 | 19,0 | 4,80 | 2,34 | 10,3 | 7:50 | 4,10 | 5,25 | 2,68 
100x 150 x 12|100|150| 12| 13| 6,5 | 28,7 | 29,6 | 4,89 | 2,42 | 10,2 | 7:53 j| 4,19 | 5,24 | 2,73 
100 x 150 x 14 14 îi j A 2 756 | 4,28 | 5,23 | 2,77 


Masa este calculată pentru dimensiunile nominale, pe baza densităţii de 7,85 kg/dm, 
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ANEXA 6 (continuare) 


cu aripi neegalo 


425-70) 
Mărimile statice pentru axele de încovoiere 
Unghii AEE Tei U_U 
aalnana 
f: r o 
E i a a paz mal je PA a ae 
cm4 cm? cm cmt cm? cm‘ 


0,437 226 27,6 | 3,82 80,8 13,2 | 2,28| 2 

> , , ; , 60 
0,435 276 34,1 | 3,80 98,1 16,2 | 2,26| 317 
0,432 323 40,4 | 3,77 | 114 19,1 |2,24| 371 
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Tabelul2 
V-V 

LE: Ip ip 
cm 


4,10 46,6 1,73 
4,07 56,8 1,72 
404| 66,6 |171 
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